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非 线性 积分 方程 的 研究 ， 起 源 于 本 世纪 20~30 年 代 ， 如 
I.C.ypacoa[ 12*, A, Hammerstein ( 1 ), 直到 50 年 代 中 
Hj, HU f M.A.Kpacnocenscxui ( 1 2 80M, M. Bainó6epr 
C12. 这 是 两 部 分 别 利用 拓扑 方法 和 变 分 方法 来 系统 地 研究 
Fredholm 型 非 线性 积分 方程 的 优秀 著作 ， 直 到 现在 还 常 被 人 
们 所 引用 。70 年 代 初出 现 的 R。K.Miller[ 1 J8IC,Corduneanu 
[CT]， 则 是 系统 地 研究 Volterra 型 非 线性 积分 方程 的 专著 。 其 
后 ， 对 于 非 线性 积分 方程 的 研究 又 有 许多 进展 ， 例 如 ， 大 范围 
变 分 学 的 出 现 ， 能 获得 非 线 性 积分 方程 具有 无 穷 多 个 解 的 新 结 
R (如 见 A. Ambrosetti#I P. H.Rabinowitz ( 1]， 郭 大 钧 
[30]) 。 

本 书 共 分 十 章 ， 前 两 章 属于 预备 知识 。 第 四 章 至 第 六 章 是 
利用 拓扑 方法 研究 Fredholm 型 非 线性 积分 方程 .第 三 章 和 第 七 
章 则 是 利用 变 分 方法 讨论 Fredholm 型 非 线 性 积分 方程 ， 其 中 ， 
第 三 章 使 用 的 是 古典 变 分 学 〈 极 值 理 论 ) ， 第 七 章 使 用 的 是 大 
范围 变 分 学 《临界 点 理论 ) 。 第 八 章 专 门 讨 论 Volterra 型 非 线 
性 积分 方程 ， 包 括 为 Yolterra 型 方程 特有 的 最 大 解 、 最 小 解 以 
及 比较 定理 等 ,第 九 章 研 究 Banach 空间 中 的 积分 方程 , 最 后 ， 
第 十 章 给 出 了 某 些 应 用 ， 主 要 是 对 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 


* 方 括号 中 所 指 文 献 可 查阅 书 末 参考 文献 。 下 同 。 


应 用 以 及 讨论 了 物理 学 、 化 学 以 及 医学 等 学 科 中 提出 的 某 些 非 
线性 积分 方程 . 书 中 包括 了 我 本 人 以 及 我 的 学 生 孙 经 Jo. XE 
朝 、 白 锦 东 等 人 近年 来 所 获得 的 许多 结果 。 本 书 重 点 讨论 使 用 
拓扑 方法 和 变 分 方法 来 研究 非 线性 积分 方程 。 关 于 利用 解析 方 
法 来 进行 讨论 ， 请 参看 M.M.Bata6epr fü B, A, Tpenoras 
C12: 关于 使 用 正 锥 、 半 序 来 进行 研究 ， 请 参看 郭 大 钩 m V. 
Lakshmikantham ( 1 .为 了 帮助 缺乏 非 线性 泛 函 分 析 基 础 知 
识 的 读者 阅读 本 书 ， 我 们 在 书 尾 写 了 一 个 附录 ， 罗 列 了 本 书 所 
要 用 到 的 一 些 基本 概念 和 结论 ，。 
限于 作者 水 平 ， 书 中 不 妥 、 铺 误 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 读者 
批评 指正 ， l 
郭 大 钧 
1987 年 8 H20H 
于 山东 大 学 
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第 一 章 线性 积分 方程 基础 


$1 积分 方程 和 微分 方程 的 关系 


在 理论 和 应 用 中 ， 常 用 的 线性 积分 方程 主要 有 下 列 两 种 类 
型 ， 
u(x)=f(x)+À f y)u(y)d y, (1.1) 


b 
u(x)= f(x)+A | h(x, y)u(y)dy, (1.2) 


其 中 u(x) 是 未 知 的 实 函 数 ，k&(x，y) 是 已 知 的 二 元 实 函 数 ， 
通常 称 它 是 方程 1.1) CHE (1.2)) fg, f(x) 是 已 知 的 
实 函 数 ， 称 它 是 方程 的 自由 项 《有 时 也 称 为 是 方程 的 非 齐 次 
Ji) 。 方 程 C.D 叫做 是 第 二 类 Volterra 方 程 ， 方 程 (1.2) 
叫做 是 第 二 类 Fredholm 方 程 ， 

积分 方程 和 微分 方程 之 间 ， 有 着 密切 的 联系 。 以 二 阶 线性 
常 微分 方程 为 例 ， 下 面 证 明 ， 二 阶 线性 常 微分 方程 的 初 值 问题 
等 价 于 Volterra 积 分 方程 (1.1)， 而 二 阶 线性 常 微分 方程 两 点 
边 值 问题 则 等 价 于 Fredholm 积 分 方程 (1,2) 。 

首先 考察 初 值 问题 


u" + AQeou! + B(x)u= F (x), 
| (1.3) 


u(a)—ugs, u'(a)=uo, 


HRA), Bix), Fix) 是 (a, b) 上 的 连续 函数 ，4(x) 在 


(a, b) E XE ERR SE RC. 
Xj (1.3) 式 从 ac 到 x 积 分 ， 得 


u'(x)—u = — A(x)u(x)— i (BCy) — A (Jud Y 


+ [Fond atas, 
再 积分 一 次 ， 得 
u(x)—uy— — | Aa) dy 一 人 ai [Bo 


— A' (y))u(y)d y + [ai Food» 
+(A(a)yu, 3-v9J(x —a) 
=- [400suods - [x 080» 


— A' (y))u(y)d y + [o »Fo»ay 


+(A(a)u t vo1(x—a), 
所 以 可 得 


u(x)= f(x)+ ic, y)u(y)dy, (1.4) 


其 中 
R(X, y)=—(A(O)+(x—y)(B(y)— A! C), 


foo = | -yF ody + UG +v) 


(x—a)+ ug. 
RZ, ) (1.4) 式微 分 两 次 ， 即 易 得 〈1.3) xk. 因此 初 
值 问题 1.3) 与 线性 Volterra 积 分 方程 (1.4) 等 价 ， 
下 边 着 重 考察 边 值 问题 。 令 
Luss( pxu Y +q(x)us, (1,5) 
H CFBAI-(, 0) 
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DEC), px) 0 (x€1), 
q(x)CC(I); (1.6) 
u(x)EC2(7),(1.5) 式 所 定义 的 算 子 L 称 为 是 Sturm-Liouville 
算 子 。 考察 边 值 问题 
—Lu=g(x) (x€D, (1.7). 
R ,(u)=a,u(a)+a,u”(a)= 0, 
i (1,8) 
Ra) mu) (b)= 0 , 
偏 微分 方程 中 许多 方程 的 求解 ， 都 可 以 归结 为 求解 上 述 问题 
象 常 微分 方程 初 值 问题 一 样 ， 我 们 也 试图 将 上 述 边 值 问题 
(1.7). (1.8) 转化 成 求解 一 个 积分 方程 的 问题 。 下 面 先 对 所 
考虑 的 问题 给 出 一 个 直观 而 粗糙 的 描述 ， 然 后 给 出 其 严格 的 氢 
iË. | 
为 此 ， 我 们 需要 使 用 所 谓 的 Delta 函数 óG. 它 的 定义 如 
F: 3442220 BR, 0(00—0,; 当 t= 0 时，6( 0 )=o0; BESA 
t= 0 的 任何 区 间 J 上 有 
B &cdt- | &odi- 1, 


Deita 2k ñ — 2 8 St t 3 : 
N fG8(x—Ddi= 全 FD8(x 一 Ddt= fO), 


其 中 /fb E (o, +o) 上 的 任 一 连续 函数 。Delta 函数 不 
能 包含 在 古典 的 函数 定义 中 ， 但 现代 数学 已 经 为 Delta 函数 提 
供 了 严格 的 数学 基础 《 见 夏 道行 等 [ 1 3) 。 

利用 Delta 函 数 ， 方 程 a.D 可 以 改写 为 


b 
—Lu- fo »204» (a=x=b) 


如果 把 .看 作 是 和 式 ， 并 假定 
—Lusó(x-— y) (1,9) 
在 边 值 条 件 (1.80 下 的 解 为 k(x，y)， 则 根据 线性 微分 方程 
迭 加 原理 ， 边 值 问题 (1.7) 、(1.8) 的 解 就 应 该 是 
u(x) = | k(x, ygd, (1.10) 
可 见 ， 在 把 边 值 问题 (1.7) 、(1.8) M32529 (1.10) 的 过 程 
m, kx, y) 的 存在 性 是 一 个 关键 问题 。 
HF ka, y) 是 边 值 问题 (1.9》 、(1.8) 的 解 ， 于 是 有 


[eco Í +q(x)hk(x, y)2 -Ó(x—3), (1.11) 


à 
LIAOLIMHORE 0 . (1.12) 
根据 6(1) 的 定义 ，kR(x，y) 应 满足 
(sco Í +q(xw)hkR(x, y)= O, 
(1.13) 
Mgstx-yBE y-—xsbHj, 


此 外 ， 对 任 给 e 一 0， 有 


N IE AJ dx [^ qGOkG, y)dx 


yt 
E -| ó(x— y)dx, 
yt 


于 是 
ðk 


DOD Fx Ox 


yte 
"«] qGDR(x, ydx—- 1, 
YE 


令 e 一 0， 则 得 
BOR G0, y)—R;Cy —0, »)--1 
因此 ， k(x, y) LME 
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下 面 严 格 证 明 ， 确 实 存在 满足 (1,12)、(1.13)、(1.14) 
三 式 的 函数 h(x，y)， 使 得 如 果 tx) Hp (1.100 式 确定 ， 则 
u(x) 必 是 边 值 问题 (1.7) . (1.8). 的 解 。 为 此 ， 先 证 明 下 列 
引 理 . 

引 理 1.1 设 (1.6) ARX, FB 

aî taz= 0, Pit+pi~ 0, (1.15) 
又 设 边 值 问 题 

Lu= 0, R, ,(u)= R,(u)=0 : (1.16) 
BUS SERRE. MURER EROGO, va), WE 

Gi) u(x)€C? (DD, v(x)€C? (D), 

Gi) Lu(x)= 0, R,02020; 

(iii) Lu(x)2 0, R,00—0; 

Gv) u(x) 5u(x) REX; 

(v) px)(uv’ —u'v)E— 1, 

证 Bu) Hux) 是 方程 Ls4= 0 的 一 个 基本 解 组 . < 

u=u(X)R Q4) —us (X) Bí), (1.17) 
uu (x) R (05) - us (X) Ro (ui), (1,18) 
显然 边 值 问题 (1.16) 的 解 为 
WCU 二 Cats, 
其 中 ci 和 cz 由 
ci Ri (uj) +e; (u,)= 0 (一 1，2) 
确定 。 因 为 边 值 问题 仅 有 零 解 ， 故 必 有 


fion) R,(us) 
d= "e, (1.19) 
| Ru) RaCu;) - 


h,.(y+0, y)—kily—0, y)=— (1.14) 
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所 以 Ri(w1)》 与 Ri(ws》 必 不 同时 为 0 。 又 因为 u1 和 如 线性 无 
X, Brblu(x)30 0 。 同 理 v(x) 志 0， 
BA, H (1.17) AE (1.180 式 定 义 的 w(x) 及 v(x) W 
足 引 理 的 要 求 CG), G), Gii) . Fifu 与 v 线性 无 关 。 假 
若 不 然 ， 则 存在 常数 c 志 0， 使 v=cu。 但 因 w 满 是 引 理 的 要 求 
Gi), WR: (6)=ch u= 0. XR;G)— 0, WB v EA 
值 问题 (1.160 PAR. kO IBIPJB N TETA. Mu 5 
v 线 性 无 关 。 
直接 验证 知 对 任意 的 xuEC?*(1)，vEC?*(1)， 都 有 
(px) ('v—v'w])!' =vLu—uLv, (1.20) 
Bib, Æ u, o H (1.17), (1.18) 式 确 定 ， 则 由 它们 满足 引 
BEEDR Gi), Gii 知 ， 必 有 
(p(x)(w'u—u!u))' = 0. 
从 而 存在 常数 c， 使 
p(x)(u'u—u u)=o, (1.21) 
但 因 思 (xx) 一 0， 并 且 巡 iv 一 0 us 0 CEXu/v—v'u WE u 和 
v 的 Wronsky 行 列 式 ，u,v 都 是 Lu= 0 的 解 ， 并 且 x 与 v 线 性 无 
关 ， 根 据 常 微分 方程 理论 ， 必 有 wu 一 ws 二 0)， 故 c 反 0 ， 从 


而 -和 "满足 引 理 的 全 部 要 求 。 证 完 ，。 


令 Q=I xI, 
Q =í(x, y)C€Q|a<x=< y<bh, 
Q.=í((x, y)C€eQ|a<y=<x=b5y, 
定理 1,2 设 (1.6) , (1.15) 式 成 立 ， 并 且 边 值 问题 
(1.160 仅 有 零 解 。 则 必 存 在 唯一 的 具备 下 列 性 质 的 函数 
R(x, y): M 
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Gi) k(x,y) 在 Q 上 有 定义 ， 并 且 连 续 ， 
(Gi) k(x,y) 是 对 称 的 ， 即 R(x,y)==k(y,X)，; 
Gii) k(x, y) EQ MQ: EARR P ee kas 
Civ) WIBLEBJyCI, k(x,y)W8E 
Lkh(x,y)— 0, 34x5= y, xCIB, 
R,(k)=R;(k)=0, 34 y€(a, b) Hj; 
(v) Mix yB, 有 第 一 类 间断 点 ， 并 且 


KG 0,3) - KGr-0 3) — ey 
y€(a,b), — (1.22) 
证 Bux) 和 v(x) 满足 引 理 1,1 的 全 部 要 求 。 为 使 R(X， 
y) 具备 性 质 (iv》 中 的 Lh(x, y)= 0 (3630, WIEDER 有 
下 列 形 式 ， 
Ai(y)u(x) + B ,(y)o(x), 
k(x, »-| Maosx-— yBf, (1.23) 
As Cy)uGO T B,(y)o(x), 
M y=x<b h}, 

RHAW), By) (i=1，2) 是 待定 系数 。 为 使 E(x，y) W 
足 性 质 Gv) PRR (h)=R,(&R)= 0 CyEla,b)), BRA 
R (k)=4A, (y) R, (u) +B (y)R w= 0, 

Ra (kh)= Aly) Rau) +B: (y) R02 0. 

由 引 理 1.1 知 ，R1(4) 二 0, R,(u)= 0 ; 于 是 为 保证 边 值 问题 
(1.16) 仅 有 零 解 ， 必 有 R. G0 > 0, PB, (u) =< 0 〈 参 考 与 
(1.19) 式 有 关 的 证 明 ) , AWB (0450-0. 因此， 

R(x,y) 应 具有 下 列 形式 
Ai(y)u(x)， 当 a 志 x 一 y 时 ， 


ky) Í 
Bs(y)v(x)， 35 y<x=5bBF, 


进一步 ， 为 使 k(x， y? 具备 性 质 Gi) , (v) ， 则 Aly) 和 
B,(y) 应 满足 
A (y)u(y)— B.,(y)o(y)=0, 
1 
A DW (n - BiODv' (y)= (y * 
因此 ， 


Ai(y)=— u(y) 


Cuv’ —u'v)p(y)? 


_ u(y) 
BaO) = ti wv) Bey) ° 
利用 引 理 1.1 结 论 C(v) , BlAmA4 (0 -—v0)0, BG) —uOG). 
因此 ， 


u(x)u(y), Masxs yl, 
kG y)=| (1,24) 
v(x)u(y), Mysxsbh. 
H (1.24) 定义 的 &(x，》 显然 满足 性 质 〈ii) 、(Ciii) 由 以 
上 证 明 可 以 看 出 ，&R(x,y) 是 唯一 确定 的 ， 证 完 . 
定义 1.5 满足 定理 1,2 性 质 CD (v) 的 函数 h(x, y), 
称 为 是 相应 于 边 值 问题 (1.16) 的 Green 函数 。 
定理 1.4 HE (1.6) 、(1.15) 式 成 立 ， 并 且 边 值 问 题 
(1.16) KEFR, kx, y) 是 相应 于 边 值 问题 (1.16)Green 
函数 。 设 g(x)EC(I)。 则 下 列 结论 成 立 ， 
(i) WERA (1,7), 0.8) .存在 唯一 的 解 ， 
Gi) 车 函数 v(x) 由 


b 
v(x)- f R(x, yog(y)dy (1.25) 


确定 ， 则 必 有 v(x)EC?(1)， 并 且 v GO 是 边 值 问题 (1,7)、 
(1.8) 的 (唯一 ) fi; 
A . 


Gii 若 v(x)EC2(7) 是 边 值 问题 (1.7)、(1.8) 的 解 ， 
则 v(x) 必 满足 (1.25) X. 
证 显然 ， 仅 需 证 明 结 论 (iY 、(ii) ， (Hi) 是 G), 
Gi) 的 推论 。 先 证 GO. RFE (1.7) 的 一 个 特 解 为 u*, 
则 方程 (1.7) 的 一 般 解 为 | 
u—u* - cqu, Catz, (1.26) 
其 中 心 和 ws 是 Lu= 0 的 一 基本 解 组 。 要 使 〈1.26) 式 定义 的 
4 满足 边界 条 件 〈1.8)， 则 cl: 和 ca 必须 且 仅 须 满足 
R:(u*) +c, B (Qu) Fez R. u,)=0 (i=1,2) (1.27) 
而 方程 组 (1.27) 存在 唯一 解 〈 亦 即 边 值 问题 (1.7). (1.8) 
存在 唯一 解 ) 的 充 要 条 件 是 
a R (us) 


0. (1.28) 


R,(u i) R.(u;) 
同 理 ， 边 值 问题 (1.16) 仅 有 零 解 的 充 要 条 件 也 是 (1.28) 
式 成 立 。 由 于 定理 已 假定 边 值 问题 (1.160. 仅 有 零 解 ， 故 结论 
(i) 成 立 。 
再 证 结论 Gi). (1.25) 式 可 以 写成 


x b 
u (x)= | kx, y)g(y)dy+ | k(x,y)g(y)dy. 
对 上 式微 分 一 次 ， 得 
v G0 koc) E o yI o0dy 


b 
-—R(x,x)g(x) + | Kos yg (dy 


b 
=| ky y)g(y)dy, (1.29) 


再 对 (1.290 式微 分 一 次 ， 并 注意 到 定理 1.2 的 性 质 (v)， 得 
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v" (x) —b;Gxd-0,x)gGO + [Enc Dandy 


b 
—kix—0,x)gG0 4 | BO, y)dy 


b 
= | ¿a gdy- rer (1.30) 


H (1.29)、 (1.300 两 式 并 利用 定理 1,2 的 性 质 (iv) ， 得 
—Lu= —(pu” + p'v' +qu) 
=- fric, y)g(y)dy-+g(x)=g(x), 


即 v(x》 满足 方程 G.. 
又 由 定理 1.2 的 性 质 Gv PRIR OD —0 CyC(a, DBD, 


得 
b b 
R (o)=a, | see， God yea; | ka, yg ydy 


b 
=| Ri(k)g(y)dy= 0. 


同 理 又 可 得 R,(v) = 0 。 于 是 v(x) 满足 边 值 条 件 〈1.8) ， 
Buco 是 边 值 问题 1.7》 、(1.8) 的 解 。 证 完 . 

推论 1.5 设 (1.6) (1.15) 式 成 立 ， 并 且 边 值 问 题 
(1.16) 仅 有 零 解 。 设 r= 二 r(x)EC(I),，g==g(x)EC(IT)， 则 u(x) 
是 边 值 问题 


—Lu=Àru+g (sCI) 
Í (1.31) 
R (u)=R,(u)=0 


解 的 充分 必要 条 件 是 u(x) 是 线性 积分 方程 


b 
u(x)= À Í R(x, y)r(y)u(y)dy 
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+ | kx, y)g(x)dy (1.32) 
的 连续 解 ， 这 里 ，R(x，y) 是 相应 于 边 值 问题 (1.16) 的 Creen 
函数 。 
. 由 推论 1.5 可 以 看 到 ， 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 (1.31) 
等 价 于 一 个 Fredholm 线 性 积分 方程 。 
例 1.6 试 将 边 值 问题 
—u'-—Au 0xxx1, (1.33) 


(pn 0)tau/C0)02-0, 


(1.34) 
Biu( 120 8,5 (1)= 0, 
CIBONE, Rihat+a;2>0, Bi 8:120, 
a, 2 
= E 0, (1.35) 
B, Bis 


解 由 (1.35) 式 易 知 ， 必 一 0 在 边界 条 件 (1.34) 下 只 
有 零 解 ， 因 此 ， 相 应 的 Green 函数 存在 。 绍 (x)=1Ku,(x)=x 
Eu’ = 0 的 一 个 基本 解 组 。 经 计算 知 P (ui )=a, Riu) = 
a, R.,Gu)=0,, RiQui)—B, +8: (a= 0, b= 10 . H 
(1.17) 、(1,18) (1,21) 式 , 可 以 计算 得 c= 一 了 I. W 
此 ， 根 据 引 理 1.1 的 证 明 ， 可 知 u(x) 一 “一 及 v(*) = 


(8, +0B.)— B x, 满足 引 理 1.1 的 全 部 要 求 。 因此 ， 根据 定理 
1.2 及 (1.24) 式 ， 即 知 相应 的 Green 函数 为 


-二 (as 一 aaz) (B, t8i—Biy5, 

k(x,y)= | 0<x=<y=<1, 
-L(a,-aiy) (0, +B; Biz), 
0<y<x<1, 


(1.36) 


根据 推论 1.5， 边 值 问题 (1,33) . (1.340 等 价 于 下 列 线 性 积 
分 方程 ， 
u(x)= À | es y)u(y)d y, 


其 中 &(x，y) 由 O36) RMR. mE 
例 1.7 在 例 1.6 中 ， ES a ,=B,=1, a,—.—0, WEZ 
W.Bj Green jg 3k f 


x(1— y), 0=<x=<y*<1, 
kx, y) =Í (1.37) 


Fa = 1—1, a,=0,= 0， 则 所 对 应 的 Green 函数 为 


x, 0 xxx yx1, 
k(x, »=f (1.38) 
Ys 0=<sy=<x=< 1. 


ME 常 微 分 方程 两 点 边 值 问 题 与 积分 方程 之 问 的 关系 ， 
是 D.Hilbert 在 1904 年 发 现 的 《参见 D。Hilbert( 120 , "EX 
Hilbert 最 有 价值 的 成 就 之 一 。 从 这 个 工作 开始 ， 利 用 积分 T 
程 研 究 微分 方程 ， 成 为 微分 方程 理论 中 最 重要 和 最 基本 的 方法 
之 一 ， 
本 节 仅 讨论 了 二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问题 。 关 于 下 阶 常 微 
分 方程 边 值 问 题 的 讨论 ,可 见 G。Sansone[1) 及 B,CunpHoB 
C10. 关于 偏 微分 方程 与 积分 方程 之 间 关 系 的 讨论 ， 见 B, N， 
Cunpnuos( 1 ] 及 R.Courant 和 D,Hilbert[ 1 3, 


$: 逐次 迭代 法 


以 下 ， BH IT Ca, b). 
定理 2.1 Bk, y) 在 1 x1 上 连续 ，f(x) 在 7 上 连续 ， 
12 


设 
1 
ll <-u a (2.1) 


其 中 以 一 max1&(x，y)1， 则 方程 (1,2) 在 [上 具有 唯一 的 连 
kiul), Eu 可 以 表 为 下 面 的 绝对 一 致 收敛 级 数 ;. 
u(x)= f(x) + La [l'&cc fond», (2.2) 
nal s 


ABA GO, y) -h(x, y), 
kla, y= [Gon Rs Gu y)dz (2,3. (2,3) 
证 Bua) 是 方程 (1.2) 的 连续 解 ， 则 
u(x)=f(x)+)À |a, uU» 


b 
kA key, yDuCyDdyidy 
b 
=f th | Rex, »fondy 


b b 
+i Fes, dy [hor yu ydy 
HE (1.2) RROD 的 值 代入 ， 又 得 


b 
u(x)=f(x)+À | k(x, y)f(y)dy 
b b 
+4? Paco »dy [hos yf yay 
b b 
+43 | ke, y)dy| kiy, y)dy, 


b 
J ee， ya)U(yaz)aya。 
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b 
u(x) m foo 4 À II df Gd ye 


+S,(x)+ R,. (x), (2.4) 
其 中 
b b 
Sco ac, »dy[ o, y0dyym 
è 
cum ys-iM CYn-1)d ya, (2.5) 
` 
b . b 
R. GD = yr | k(x, yay| h(y, y)dy,» 
, , 
fo you yd ys, (2.6) 
显然 | 
IS S]A NM" b-a)",  yxcl,; (2.7) 


[Ro Ce) < [A RM"! (b—a)"t! , vx€I, (2.8) 
OBN =max|f(x)], Ro maxluGO|. XRT A 
Soo = in os fdy (021,2,^) (2.9) 
TJ, di (2.2 , (2.9, (2.7). (2.8) 及 (2.1) 诸 式 知 ， 
(2.2) 式 右 端的 级 数 在 1 上 绝对 一 致 收敛 ， 并 且 〈2,2) AR 
X. 
“反之 ， 若 w(x) 是 由 《2,2) 式 确定 的 函数 ， 则 利用 (2.9) 
5 (2.5 x, "An l 


b b 
4| ke, Puydy=A| Rx, DF) 
b 
£A kO, yf dyi + dy 
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b b 
=Í kx, »fonysa | k(x, y)dy 


f'ko, yi)f(yidy, +e. 
=u(x)— f(x). 

这 表明 ws(x) 是 方程 〈1.2) 的 解 ， 证 完 。 

注 2.2 由 (2.3) AHER, y) mM k, y) 的 
Fredholmiink k. 

定理 2.5 Bk, y) 在 1 x< I bXESÉ, fO) 在 7 上 连续 ， 
则 对 任何 1， 方 程 G.D 在 7 上 都 具有 唯一 的 连续 解 4(x)， 并 
Hux) 可 以 表 为 下 面 的 绝对 一 致 收敛 级 数 : 


u(x)= f(x) + y 'atosofndy, (2,10) 


n=l 


WUBART (Ox, y)=R(x, y) | 
&tG, y) [Gr Ba (2, y) dz (2.11) 
(n=2,3,*) 
证 设 xx) 是 方程 4.0 的 连续 解 。 则 仿 〈2.4) = BU 
证 明 ， 可 得 
u(x)= jx) 十 和 MEO fond yt 
TST GOL R. (x), (2.12) 
其 中 


St cox | kee, d» ky, y0dyie 


Yn-2 | I 
| Rl Ya-23 Yni) fC Yn-1)d ys1, (2.13) 


a 
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R&, Go ir? hc, dy hy, sody 


JXn-1 
j RC yi, Yr UC yd s. (2.14) 


a 


x " Nn-2 
ISEDA an dy ay dyni 


a 


n n (x—a) 
=| ANM "T 


< NJAM (b—a)2" 


T ，YxET， (2.15) 


RPN —mexlfGol. 
闻 理 可 以 证 得 ， 对 RS (x), 有 估计 式 


RCIAIM (b —a) yt! 
(n+1)! 


JXopRo maxluG) |. AAT A 


|R LOO] < , Vx€I, (2,16) 


Sto at, yMGody 
(n—1,2,3,*), | (2.17) 

于 是 ， 由 (2,12)— (2,17) WATA: 25A HE, RY (x) 
一 致 收敛 于 0， (2.10) REWHRA AH 5k Wr So RB 
(2,10) Ar. 

另 一 方面 ， 仿 定理 2.1 可 以 证 明 : Fu) H (2.100 5X 
确定 的 函数 ， 则 &x(x) 是 方程 A.D WR. EE. 

注 2.4 由 (2.11) 式 确定 的 名 (x, y) 叫做 核 RO(x, y) 
ff) Volterran 3X Ez, 

例 2.5 求解 Volterra 积 分 方程 
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ua) o fo 84 | eta(y)d3， (2.18) 


HPOO Ex2> 0 上 的 连续 函数 。 

解 ” 由 定理 2.3， 知 方程 (2.18) 对 任 给 1， 都 具有 唯一 的 
连续 解 〈 该 解 定义 在 x> 0 上 ) 。 由 归纳 法 可 知 ` 
(x— y)! s= 


(n—1)1 e 
故 由 公式 (2.10) 可 得 方程 〈2.18) 的 解 为 


hk*(x,y)= (n=1,2,3,.…) , 


oo x — nl 
ui) m foo Yir | ef dy 
n2] ° 


=fOx) +A [eom u-n f(y)d y, 
02.6 求解 Volterra 方 程 
u(x)= x+ [x ucndy. (2.19) 


解 ” 对 于 比例 ， 不 必 代 公式 《2,10)， 而 把 它 化 为 微分 方 
程 求解 更 简单 。 把 (2.19〉 式 两 端 微分 ， 得 
v G) =1—| uay, 
再 微分 一 次 ， 得 
u” (x)= —u(x), 
因此 ， 
u(x) —c,c0osx--c,sinx, 
其 中 c1 和 c: 是 待定 常数 。 利 用 初 值 条 件 x(0)= 0 与 a (0)=1, 
即 易 得 c1 =0, ci 1 。 因 此 方程 (2.190. 具有 了 唯一 解 是 wx) 
=sinx, 
例 2.7 考察 Fredholm 方 程 
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1 
u(x) -2-i«[. (x+y)u(y)dy. — (2.20) 


解 ” 对 此 例 ， 有 4=1，M = max Gy, b—a-—1. 
故 不 等 式 (2.1) 不 满足 。 但 易 知 w(x) 二 x 是 方程 (2.200 的 
xS. 由 此 例 可 知 条 件 (0.0 仅 是 方程 〈1.2》 具有 连续 解 
的 充分 条 件 ， 

定理 2.1 和 定理 2.3 是 在 连续 函数 空间 CODO PRB. A 
用 完全 类 似 的 方法 ， 可 以 讨论 5,(7) 空间 的 情况 ， 从 而 获得 下 
面 的 定理 。 

定理 2.8 Rk, DEL: I xI), FODEL: d). # 


brb _ L 
al <(| | ck, y)'dxd yy 2, (2.21) 


则 方程 〈1.2) 在 工 :(7) 中 具有 唯一 解 ， 并 且 该 解 仍 由 级 数 
(2.2) 给 出 ， 此 时 〈2.2) 式 右 端 的 级 数 平均 收敛 ( 即 按 过: d) 
范 数 收敛 ) . 

定理 2.9 Wk(Ox, DELI Xx D, (OEL: I). WREE 
给 14， 方程 G.D ELD 中 都 具有 唯一 解 ， 并 且 该 解 仍 由 
级 数 (2.10) 给 出 ， 此 时 〈2.10) 式 右 端的 级 数 平均 收 仿 〈 即 
La DEZSO 。 

定理 2.8 和 定理 2.9 的 证 明 可 人 参见 FE.Smithies[ 13, 

从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 Volterra 方程 (0.0 , ÆR 
迭代 法 已 经 完全 解决 问题 。 因 此 ， 本 章 的 其 余部 分 将 集中 进 一 
步 讨论 Fredholm 方 程 (1.2 . 


附注 早 在 18 世 纪 80 年 代 ，V .Volterra 就 利用 逐次 迭 X 
的 方法 ， 研 究 Volterra 方程 (1.1) 解 的 性 质 ， 并 得 到 了 公式 
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(2.10) (参见 V.Volterra[ 12 (220. EA SE X T NM, 
A.C,Zaanen[ 13, F,Smithies( 1 ) 以 及 NT ,IIerposckait 
( 12. 

本 节 的 结论 还 可 以 直接 利用 压缩 映射 原理 推出 ， 关 于 这 一 
点 ， 可 参见 郭 大 钓 、 黄 春 朝 、 梁 方 豪 [ 工 ]。 


$3 Fredholm 理 论 


从 本 节 开 始 ， 集 中 讨论 Fredholm 方 程 0.2. 
Bk, y) 在 7 xI bXkESE, XE =la, b). EX. 


Ans (3.1) 


DG) =1+ Y -12 


n! 


n=l] ! 
Dx, y34) 一 48(x， y) 


2 A 
+Y (一 1)" B,(x,y), (3.2) 


mi ni 


其 中 


woo ooo sosopo 


A= dt, diye dt, 


bb b| k(x,y) ktm hCx,t,) 
| Ri y) RO, RO. ts) 
Bx, y) e + 00 e oe 
J, a| KCl, Y) ROSE n RE) 
dtidis:"dt,, 
DA) 叫做 核 R(x，y) 的 Fredholm 行列 式 ，D(x，y; A) m 
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#&h(x, y) 的 Eredholm 第 一 子 式 。 
引 理 35.1〈Hadamard 不 等 式 ) ” 设 4=|ai| 是 一 个 ft 阶 行 
列 式 ， 则 
His< I E a.,  G.3) 


i=] j—1 


证 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 


2 (a)? =1, Gi=1, 2, *, n), (3.4) 
j=] 

而 仅 需 证 明 
JAS 1. (3.5) 


事实 上 ， 在 行列 式 Ap, Mala RR as BHI 


可 化 为 上 述 情况 注意， 车 存 在 i 使 对 (an)*= 0， 则 引 理 
3.1 显 然 成 立 ) 。 

“4 显然 是 呈 个 变量 cy，…，cw 的 连续 函数 。 条件 (3.4 
式 确定 了 n* 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 有 界 闭 集 D。 放 4 在 DD 上 必 达 
到 最 大 值 与 最 小 值 ， 

如 能 证 明 此 最 大 信和 的 绝对 什 与 此 最 小 值 的 绝对 值 均 < 1, 
则 (3.5) 式 获 证 ， 因 此 ， 问 题 归结 为 4 在 条 件 (3.4) 之 下 的 
条 件 极 值 问题 。 根 据 Lagrange 乘 数 法 ， 在 达到 条 件 极 值 的 点 
处 ， 必 有 


oF 
ða.. =0 G, j=1, 2, **, n), (3.6) 


其 中 f 
F = A+ y 4, (Y (a)? —1), 


ial jl 
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Ai G=1, 2, +, n) 是 某 组 常数 。 显 然 ， (03.6) 式 可 以 化 为 

4i 士 200 一 0 (i, j=1, 2, *, m. (3.7) 

其 中 A; 表示 aj 在 4 中 的 余子 式 。 以 ag SEDI (3.7) 式 ， 并 对 
7J 求 和 ， 得 4 十 24;= 0 。 以 此 式 代 入 G.D R, AA 

A;=Aa Gi, j=1, 2, =, n). (3.8) 


. sa s. pomo s |= en 
Anr 4 Aa,, ** Aa,, 
但 由 线性 代数 知 上 式 左 端的 行列 式 等 于 47'!， 于 是 A471 = 
At, 因此， 或 4= M 或 4= 1， 或 4= 一 1 。 不 论 哪 种 情 
i, HAMIS 1, 
司 理 5.2 (3.1) D ERMÉER RENE Rr, 
证 RUM = max |k, y)]. ju gi] 383.158 


|4] < n: M'(b—a), 


从 而 
IOD T sp) eO a)" — "T =c, 
(n 1, 2, eso) e 
因为 
MP VE AM Oa) .a) 
lim Ca =lim ~ n+1 uezo f (142). + 二 =0, 


BARDI AT G.D 式 右 端 的 级 数 收敛 。 证 完 。 


引 理 3.5 (3.20 式 右 端的 级 数 对 任何 4 都 关于 x，yE7 一 
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Buks, MMD, ys 1) 是 yx，yY 的 连续 函数 。 
证 证 明和 引 理 3.2 类 似 。 &M=mnax|k(x, 2?)|。 则 由 
引 理 3.1 可 知 
B(x, y)| <,/ (n1) M*t*!(b—ay, 


从 而 
"tl Lad "tl — n) 
Ic p gau, y) « m (5-2) 
YA (n+ 1 )*+1 = d, (1n—1,2,3,-) » 
BT 
lim -lim HM GT RET 


fco 了 一 了 no n 


W> qd， 收敛， 从 而 《3.2) 式 右 端的 级 数 关 于 x*，yE1 一 致 收 


n= į 


引 理 5.4 下 面 两 个 等 式 成 立 ， 
D(x, ys 1)—AD(A)R(xX, y) 


b 
=¿| paz, ty A) kG, yodts (3.9) 
Dix, ys AADA), y) 

b 
=4| kx, D DG, y; At, (3.10) 


XE 先 证 明 (3.90 XX. U (3.1) 及 (3.2) 式 代入 (3.9) 
式 ， 并 逐 项 积分 〈 根 据 引 理 3.3， 这 是 允许 的 ) ， 可 知 (3.95 
XB. 


y iv B, (x, »-2Xicavf 


nu] n=] 


, y) 
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GeV vv 


z — ep 4 'p . Ë d 
十 2 (—1) (= D ) Ps (x DRC, y)dt, 


其 中 B, =k y). E, ITUR (3.9) g, RE 
证 明 
Bx, y) Ak(x, y) | B. Gs DG, ydt 
(1n21,2,3,**,) (3.11) 
由 B,(x，y) 的 定义 ， 按 第 一 纵 行 展开 行列 式 ， 得 
k(, Sg) t ROSEO 


Bx, y)= f ka, y) 


k(5,t) +° RSS 
di,--di, 

ROx,G Om ROS.) 

k( S0) RO 6Cg 


a b b sso — c". 9* ... 
十 对 (一 1 Fe» Riist nm ROS, fa) 
mi kí Gan ROIG, ta) 


kam ROLEO 
di,*di,, 


YE LSUERRRUACIBBUBUB, WES titis cH ERE, un, 


t19 即 知 该 和 式 为 
li b b 
Lovf -f kli, y). 
i=l ° ° 
Rh(x,t,) °° hx ti) k(x,t) klx, tj): k(x, ha) 
RG ti) 9 RG stiz) RO) RE) RS, 02 
| t.. ... ... wee ... ... ... 
| b cul )ee hU Lui ROS DROVE ROLL, 加 -1 ) 
didt eedt; 
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la b 
= 5 (-p?n f kG, ydt 


im | 
R(x,t) — Rx, 02r RO, 0,4) 
; A k(t, ,1) RC, 07 RC VO) 
| -f ae a a sn di, dt, 


a a 


RC, DR LG, )v ROLL ta-1) 


? b 
一 一 > f Bic, DRCG, y)dt 


im] 
- -n | B... (x, Dh, yt. 


由 此 即 知 (3.110 式 成 立 。 这 样 就 证 明了 (3.9) A. (3.100 
式 的 证 明 完 全 类 似 。 证 完 。 
注 5.5 从 4, 及 B,(x，y) 的 定义 ， 立 即 可 以 得 到 
A, = [B10) dx (n—1,2,3,-). (3,12) 


(3.11) RE (3.12) 式 是 计算 4. 和 B,(x，y) 的 重要 的 
递 推 公式 ， 具 体 计 算 时 常用 到 它们 。 特 别 地 ， 从 〈3,.11) XE 
(3.12) 式 可 得 下 述 结论 ， 如 果 对 某 个 n»， 有 B(x，y) 三 0， 
则 必 有 

Aum Aa mem 0, 
Bai, y)=B,, (x, ymmo, 

定理 3.6 (Fredholm 第 一 定理 ) Bk, y) 在 了 x7T 上 
XE, f(x) 在 7 上 连续 。 若 DA= 0 ， 则 方程 (1.2) EIE 
具有 唯一 的 连续 解 &x)， 并 且 该 解 可 以 表 为 ， 

«Gom foo [58-9 fopay. (3.13) 
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证 车 u(x) 是 方程 (1.2) 的 连续 解 ， 则 由 (3.90 式 可 
知 


b b 
| pea, ys b u(y)dy= | Dex, ys AUG) 
b 
zl by, Du(DdDdy 
b 
= | Das, y: Df ydy. 
b b ` 
+ fuat | ADG, ys Aky, Ddy 
b b 
-| DG, y iM God y | DG 1 u(dt 


一 4D(D | k, DuCOdt, 
从 而 
b 

| Dx, ysDf ydy— DAut) — (0320 

因此 ， (3.13) RRX. 
反之 ， 设 xx) EH 3.13) 式 给 出 的 函数 ， 则 由 (3.10) 
式 可 知 
b 
f(x)+ À | k(x, y)u(y)dy 


i D( y, 14) 


b 
=f(x)+À frao [ Bis Oddy 


b 
=f HA | kex, fonds gay | fos 


b 
| hu, DC, t Ady 
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b 
=f(x)+À | h(x, yf dy 


[URS 


b 
Dy f (dt A | kG, DF Ddt 


b ; 
=f(x)+ [du . 


故 &(x) 是 方程 (1.20 的 解 。 证 完 
推论 3.7 Bk, y) deIxI bxESR. EPDOOxO0, WIE 
次 方程 
u (0) =A | kc, y)u(y)d y (3.14) 


具有 唯一 的 连续 解 xXx) 三 0 , 
83.8 求解 Fredholm 线 性 积分 方程 


ux)=1+4| sin(x+ y)u(y)dy (3.15) 


M HTAR x, y)=sin(x+ 40, WH (3.11) 与 (3.12) 
式 ， 可 得 


A. = Jer ds | sin2xdx=0, 
0 0 
Bi(x, y) - A hix, D- | kexka, ydi 


一 一 | sincx+Dsiadt+y)dt 
0 


— 


2 


cos(x— y), 


A = | 2， (x,x)dx= -3f dx= —“ 
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B,(x, y)= A,k(x, y)— 2 [Bio Dh, dt 


m? . x 
—csinOety)dts [costar 
sin(t+ y)dt= 0 
从 而 ， 根 据 注 3.5 中 的 结论 可 知 
A= .44 一 4 一 … 一 0 , 
B(x, y)=B,(x, y)m-:m0. 
于 是 ， 
2 
D(O=1—%42, 


D(x,y14) Asin Geb y) 7 A cos(x y), 


BRELA: WRAS, WIE 《3.15) 具有 唯一 
的 连续 解 u(x)， 其 表达 式 为 
Asin(x+ y) FA:cos(x™ y) 


«Go =1+ | dy 


E 2 
1 3^ 


4 (2Àcosx 4- xA? sinx) 


= 1 + 4 — n j? . 


4= 土 之 的 情况 ， 我 们 将 在 例 3,.18 中 讨论 ， 
3$ DOD 2 0 时， 定理 3.6 对 Fredholm 积分 方程 (1.2) 
解 的 存在 唯一 性 ， 做 了 肯定 的 答复 。 下 面 将 讨论 D(1)=0 的 
情况 。 
对 正 整 数 p， 令 
D(x;, e, X Yis **- Yp À) 


Ant 
"| 


=} (17 


n= 0 


B,(x, st Xp Yas yp (3.16) 


其 中 ， 
Bol(xi1, °, Xy Yis s Ya) 
k(xy, yi) t ROG, y) | 


R(X,, yi? Md Rl Xps y» , 
Bi, t, Xps Yis ct Ye) 
RO , yir hn y ROG i ti) e ROG ,tN 
b s R(Xs, y 10r ROG, Yo) hn) ROS.) 
| f'ka, yit ROL, ys) ROG isti) eka ,ta) 


€*..... ... bse (YTT bre — 64448 
I 
l 


: b, y) e RC, Yp) k(t,,t1) ... R(t,,t,) 


di, «dt, (n—21,2,3,). (3.17) 
D(x,, *, Xps yi, c, yn ÀA) MBs kx, y) W Fredholm 
第 p 子 式 . 显然 ， 当 p= 1 时 ， 即 得 前 面 G.D 式 所 定义 的 
Fredholm 第 一 子 式 。 
利用 Hadamard 不 等 式 ， 仿 引 理 3.3 的 证 明 方 法 ， 可 以 证 
明 下 列 引 理 ， 
引 理 3.9 (3.10 式 右 端的 级 数 对 任何 国定 的 4， 关于 
Xas 5,0 Xp Yis ey y €I — sik SX. M W, Dn, ss, 
Wa Yis It. Yos ÅD xa, +o, xy Yis ns Yi 的 连续 函数 。 
3385.10 — (D 若 x:，…，x% 中 有 两 个 相等 ， 或 yy， 
2 中 有 两 个 相等 ， 则 
Dx, ,*,x, yit VosA)= 0 , 
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Gi) 车 zx:，…，2% 中 交换 两 个 元 素 的 位 置 ， 或 7 ，…， 
中 交换 两 个 元 素 的 位 置 ， 则 DC%1， ees Xp Yis cU» 520 
改变 符号 。 

证 由 行列 式 的 性 质 即 可 推出 .证 完 ， 

引 理 3.11 下 面 两 个 等 式 成 立 。 


Dixi, 1, Xp; Yis Ut Jrs 2 


, . 
= (LARC, y D Dx Xi, X;i+1s °° 
iw1 
Xy ist Nia» Yi+is* Yn) 
b 
+af kt, YDD, tt, Xps 
Nit, Nia És Yitis*'s Yrs A)dt, 
7 一 1 2，… 力 。 (3.18) 
Dn, s Xy Yis C$ Yn ÅN 
2 as | 
zx, y) DG ,** xi, Xiti X3 
jml 
Yis J-l Visi Yos 4) 
b " 
IS t)D(x i, aXxicist Xii tt» Xps 
Yis °° Y; AXt, f . : 、 
1=1， 2, ... °... b (3.19) 
下 面 先 证 明 (3,18) 3X, WAR, (3.18) 式 即 为 


£o nte, (Xis "yg Yis e, y) 


neg 
b et ps. 
一 》 (Dtk, y) rco "T 2 
12] n-0 


Bx, tt, Xii, Witls "s Xag 7 
Yis s Wis Was |t, Yp 
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eo Anto b 
+ Dl -D"'7m-DrI [ 82,558. 


nm ] 


(x, ,*** X5. Yis, yiists Yit Ypdt. 
所 以 ， 只 需 证 明 下 列 两 式 成 立 ; 


? 
Box, Xp Yis" Y) 》 I (—1)'tik(x;, yj 


im ] 
Box, tty Kiis Xitls Ctt, Xps 
Yis Utt, Wis Vias s Y), 
7 一 1， 2，…， 力 (3.20) 
B,(x i, X; yi.) 
P 
=J (1HR Y) B (xl Xici Kiti ss Xp 
im] 


Yis ° Yi-is Yitis s Yp) 
b 
-nf k(, y)oB. Qn, "s X 


Yis 7» Nia, f, Yin, Ye)dt, 
j21,2,7',5; n-71,2,3,*"*, (3.20) 
由 行列 式 展 开 即 可 知 (3.200 式 成 立 ， 下 证 (3.21) R. 
为 了 符号 简单 起 见 ， 记 
Rs, f) se h(S I, ta) 


RCS ns t) ... kCs,, tn) . 
将 (3.17) 式 中 的 行列 式 按 第 / 纵 行 展 开 ， 得 
Bonus, > Xps Yis cr yp 


-全 core v 


i-] 
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A h.e, t, 
Dist i-i iis tto ps Fit, b 
TY DUURQ., y) 


i-1 


Kis Xs, dp ttm Fina, Fia, ttt, fr 
&( ] 
Yis Yini Visio tts Yoshi's ls 
dt, dí, (3.22) 


(3.225 式 右 端 第 一 个 和 式 等 于 


bt 
y l (—1)'tik(x, YBa Xi, s, Xia ttt y Xy 
iul 
Yis “e Vias Xia) s Y). (3.23) 
# (3.22) 式 右 端 第 二 个 和 式 第 i 项 中 ， Tes, lias t7 5,4 3l 
fm, tis dia, tt l.i, 则 此 第 ;项 为 
(—1) ka, yp 


Xis epocooresaosocacccaososeooesoo tos Xpy tis ..., hoa 


«( ) 


Yis ias Jia Yol st obici Eli m luo, 
将 此 行列 式 的 第 b 一 1 十 ; 纵 行 移 到 第 7 纵 行 ， 得 
(— DURO, y) 1)71 17 


Xyp teteet esses oes oeo eoe o eno tto te py tis uM 加 -1 


«( ) 


Yis t» Yi=is És Ji C Y» Éis tH, fa 
—-—k(, y;)° 


"ul DILIIZILEILELLETLECLELLE STELLE m li, ..., tl 
Yis t5 iis És Via, t5» ys bis s lena 


由 此 可 知 ，(3.22) 式 右 端 第 二 个 和 式 等 于 
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———— A 


eios n f 


0 tis e, "= 


Jis Ut Wieas Í, Jiti s Yo brs s loa 
dt df 


b . 
=—n| ka, ypB,i.08, t, 25 
: Yis Vis D Yitro th ys)dt (3.24) 
H (3.22), (3.23) K (3.24) 诸 式 ， 即 知 (3,21》 式 成 立 ， 
因此 ，(3.18〉》 式 成 立 。 同 理 可 以 证 得 (3.19》 式 成 立 。 证 完 。 
8|383.12 FARY: 
b b 
[Gn mmn menda end 
m-—1)7DO (A), 


p-1 2, 3, =, (3.25) 
JUBDO (4) 是 万 (1) 对 1 的 b 阶 导数 。 - 
证 将 收敛 级 数 I 
DO)=1+ Xi cit A 
逐 项 微分 5 次 , 0 00 
m 
D (A)= Da pr 
= LoD» I Ment (3.26) 


RR A EB, xs yi, s Y) 的 定义 ， 易 知 
b b 
Au, = [^ [a 21115454, 70, X4) dx, dx, 
(3,27) 
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于 是 ， 由 (3.26) 及 (3,27) 两 式 ， 可 得 


' z Art? pb è 
(PDO W= X171» f "| 


Par! ni . 


|.B,( x, stts Xs XI 6 .X,)d x, "dx, 


-De 


fis 0 


Ant? 
n 


B.x;, 5, Xp 


Xi, ct x) 3d x, dx, 


b b 
-| -f Dx, y) NpI NL | X A d XL dx,, 


此 即 (3.25) 式 ， 注 意 ， 上 式 中 的 逐 项 积分 是 允许 的 ， 因 为 根 
据 引 理 3.9，“【〔3.16)〉 式 右 端 的 级 数 是 一 致 收敛 的 。 证 完 。 
现 设 16 是 D(X) 的 零点 ， 即 D(46)= 0 。 显 然 ，4o 丰 0 (El 
为 D(0 )= 10. BHXDUO20, Wobdpisi, M 
DG = D'A) = "=D (40) = 0, 
D9?Q,90,. 
即 s 为 零点 4 的 重 数 ， 由 引 理 3.12 可 知 刀 (xi Xs X), +y 
xo A0, ED, nm, Xs Yis s Ya 和) 地 0。 因 此 
存在 1 <r<s， 使 | mE 
Dü-0, D, yy Àpg0, =, 
DG ,*, X43 Yit YXas 49280, 
DG ,, X3 Yis t. Yn Áo? DO. 
此 r 岂 做 4 的 指数 。 下 设 xí, xí, e, x/9, yf?) 7, 
yO CI, R 
Dix yx OP ;y (9? ys yo TEX 
定理 3.135 《Fredholm 第 二 定理 ) ERO, y) dEIxIE 
连续 。 #D(A.)= 0, ， 并 且 A, 的 指数 为 r， 则 齐 次 线性 积分 方 
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b 
u(x)= X [ka yu y)dy (3.28) 


RA > 个 线性 无 关 的 连续 解 ， 并 且 其 它 任何 连续 解 都 可 以 表示 
为 这 r 个 解 的 线性 组 合 。 这 r 个 线性 无 关 解 可 以 取 为 如 下 的 函 
数 : 


ooo = DO? yx) ay xD) ur x O0, y 92 .... y 0) 4A) 
i D(x£9 ,-,x (0 yO Ve y 09 sho) 


(1, 2, = r), (3.29) 
证 EFA (3.190 式 中 ， 取 力 =m 4 一 4o， xixl?, 
e, Xia ED GE, KiE KEO y yi, 
en ym, W l 
D(xf°) , , xÜ), x, x , s, x0), 
yi, g YE Aa) 


b 
-A | ke, DDGOx(! ,. Vx) , t 了 9***, x) 3 


yQ 9 s,» Ao) dt Gi=1,2,=-, r) 。 
ERK WUD, a, y; sns ym, 4) R, 8 


p(x) mà, [Gc Do Cd, i=1,2,=",r, (3.30) 


MoO RETE (3.28) 的 连续 解 。 注 意 到 
1, j=i; 
et { 
0, joi, 
Bpap (x2, 9iGO,, p(x) 是 线性 无 关 的 。 
最 后 ， 我 们 证 明 方 程 (3.28) 的 任何 连续 解 &(x)》 都 可 以 
表 为 p14(x),… ,p(x) 的 线性 组 合 。 由 (G.18 式 可 知 
D(x ,x(9 ux IP y, yu pee yA ) 
= Aak y) DOqU) m, xOqg y? e, y A.) 
3⁄4 


HIC DHA (x) y)DOo xi? vens, 


LT 


° ° 0 0 
Xi V xA tt HX ) PRY ) IPEA ) 349) 


b 
+ | k, y)D(x, x(), m, x0, 


t, yi”, e, y; À )dt 
—A GO, y)DOGOq(9? , x (OO ay 9 ue, yt, Aa) 


T 
一 40 2 kx 32 DCcx t? SUxOD, xx Us, 


im] 


x0; yi”, ety y, ; ho ) 
b 

za ka, y)DOGO, x1), ee, x; 
t, yi, e, y; hdt。 


ERRADO” pte sy |. | yc ;4o》 除 之 ， 
并 令 


Dx ,sooo XO) . ) ,40) 
H (x, y)= DGT m PTUS zgo "- PO E S 
(3.31) 

即 可 得 

H(x,y)=Àhk(x,y)— ho Y j RC? 329; (x) 
ia] 
, . 

zl H(x, DkG, y)dt, (3.32) 

于 是 ， 


b 
az) 一 和 | kGe,yyu(y)dy 


= | (He w+ Y AGI ,yyo,(x) 


im] 
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b 
—Às {Hx De, y)dt)u(y)dy 


b I r 
= | z, u(y dy+ ho Y 1 e; (x) 


i=1 


; | 
[om , y)u(y)d y 
b b 
-4| Hx, Dat| ka, y)u(y)dy 
b T 
=Í H (x, y)u(y)dy+ ho Y p:lx) 
a i=l 
b b 
f RO, yyu(y)dy— | H (x, DuGt)dt 


M b 
=À > `! @, (x) | ROO , y)u(y)dy, 
i=] a . 


BüuCx) JPL So (x), +, 9,00 的 线性 组 合 。 证 完 。 
注 3.14 由 定理 3.6 和 定理 3.13 可 以 知道 ，4。 是 核 h(x,y) 
的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 DOS) — 0 ， 而 4 的 指数 n 称 为 是 
此 特征 值 的 几何 重 数 。 函 数组 (3.29) 构成 了 属于 4o 的 特征 函 
数 完 全 系 ， | 
KikCy 3). 称 为 核 &(x,y) 的 转 置 核 方程 


b 
ox)=h| ko, x)u(y)dy (3.33) 


称 为 是 方程 〈3.28) WREDE. BDA üDOn, e, xs 
yit 4) 分 别 表示 转 置 核 eC(y，x) 的 Fredholm 行列 式 
和 Fredholm 第 5 子 式 。 则 根据 定义 易 知 
万 (1) = DO), (3.34) 
Do, +e, xs Yis ee, yos À) 
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=D(y,, * yn Xis nt Xps À). (3.35) 
引 理 3.15 4。 是 转 置 核 (y, x) 的 特征 值 的 充分 必要 条 
件 是 A, ER (x, y) 的 特征 值 ， 并 且 指数 相等 ， 均 Nr. le 
f Jy (3.33) 的 一 线性 无 关连 续 解 组 可 以 取 为 
G =1, 2 LP 5. (3.36) 
证 由 (3.34) 5 (3.35) 式 ， 即 知 万 (1o)= 0 当 且 仅 当 
D(4。)= 0， 并 且 指 数 相等 ， 均 为 r。 令 x = yt, yt 
=x; (-1,2,,0 , 则 有 
D(4)=0, Di, ys A80, +=, 
Dx, tas Yi yrs A m0, 
Dix, nm x0 TOLL ym y ;40) 
= D(X) ux, y 9 ue y LADO, 
将 定理 3.13 用 于 方程 (3,33)， 即 知 方程 (3.33) 的 一 组 
线性 无 关连 续 解 为 
p(x) = (Xx) 
Daw, " . x (9) ) X, x ,. y. . ux O ;y1 see yO) Y» 
Dix” y xU) jy, ere y y Ao) 


0 0 
Df ) ye |. , x (9) ;y 19, .. ., y 9) EPEA s °° TE Ao ) 
Daw e aO TUN m, 9109 4A) 


(21, 2, et, r) 
此 即 (3,360 式 。 证 完 。 
iE5.16 与 (3.31)、 (3.32) 式 对 应 ， 有 
D(x, xi, U (ux O0 iy y (9) y, y 0 T» 


Dx? yt x 0 y sg Y TY 


H(x, y)— 
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0 
_ DGQnsxf yn ax yl ey LAS) 
Dx (0 S, xCO y ptg YO 3 4o) 


=H(y, x), (3.37) 
以 及 E 
H Gc, 3) 2 ÀcbGr30) —À Ya RO! x ypx) 
HA | Hc, Dhk(y, dt, 
于 是 


H(y,x) m AcRCy x) — Ac Y ky, yt) iG) 


à ['Ha,&cy,bdt. (3.38) 

定理 3.17 (Fredholm 第 三 定理 ) — WR(Ox, y) 在 TxIT 上 

连续 ，f(x) ÆI LEE., dmRDO 020, 3E BAS 的 指数 为 r， 
则 非 齐 次 线性 积分 方程 。 

u(x) f(x) + Ao | ka, y)u(y)dy (3.39) 


在 7 上 具有 连续 解 的 充分 必要 条 件 是 : 

[foowGodxe 0 — Gennes (3.40) 
Moby 由 (3.360 式 给 出 《〈 它 构成 转 置 齐 次 方程 〈3.33) 
的 一 组 线性 无 关 的 连续 解 )。 当 《3.40) 式 满足 时 ， 方 程 (3,39) 
具有 无 穷 多 个 连续 解 ， 由 下 式 给 出 ， 

u(x)= fox) | Ha, y)/(y)dy+oc,o, (x) 

Teo), (3.41) 


RB v, c, 是 任意 党 E, p(x) (一 1，2，…，r) B 
(3.29) ARB, Hx, y) d (3,30 式 给 出 ， 
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证 必要 性 。 设 方程 (3,39) 具有 连续 解 x(x)， 则 


b b 
[foo co dx- |. ico 
b 
-| k(x, y)u(y)dyJ0;(x)dx 
b b b 
-| u(x)p,(x) dx—A | ucody[ k(x, y); GOdx 


= ['utsov co dx— ['utsondy- 0, 
i1, 2, e, r. 
故 (3.40) 式 满足 . 
JEJE. W (3.40 式 满 足 ， 我 们 只 需 证 明 连 续 函 数 


b 
ug GO m f(x) + | H(x, y)f(y)dy 


是 方程 (3.39) KWR. Bi oc ip OO i oo OD. 是 齐 次 方 
f (3.38) 的 通 解 ， 故 (3.41) 式 给 出 方程 (3.39) Bg. 
H (3.38) 式 ， 并 利用 (3.40) 式 ， 可 知 


b b 
| Hy, f Godx- hs | ky f Gods 
b b 
taf feo dx| Ha, oc, dt 
b 
-A[ ky, Of GOdx 


L b 
+A | &y,Ddt Ha, x) f Go dx, 
于 是 f 
b 
uo- fons | Hy, x)f(x)dx 
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b b 
-Al hr» f Gods o | ky, Du) 
— f (2 dt 
b 
=4 [hos Duo(Ddt, 
故 uo(x) 是 方程 (3.39) WR. EZ. 
Bis. 18 求解 方程 (3,15) 。 


M 泪 例 3.8 中 ， 我 们 已 求 出 DOD)= 1 D(x, y; 
A)= Asin (x 十 多 十 志和 cos(X 一 2)。 先 考察 41=- BT 


D(Ó)-o D(x, i5) = (sin(x+ y) Ecos y)) & 


0 ， 故 过 -是 指数 为 1 的 特征 信 ， 因 为 &(y，*)==sin (y 十 %) 一 
k (x, y). WA 3.33 与 方程 3.2 相同。 此 方程 只 有 
一 个 线性 无 关 的 连续 解 ， 根 据 (3。29〉 式 ;该 解 为 


D (x, 0 eL) 
yix) =p (x) = ————— ——ÀL—— -sinx4-cosx, 
D(o,0; —) 
于 是 ， 根 据 定理 3.17， 当 14= -时 ， 方 程 (3.15) 有 连续 
解 的 充分 必要 条 件 是 


[ins cosx)dx- 0, (3.42) 
o 
但 是 ， | siaz+reoswoqz 一 2 0, W (3.42) 式 不 成 立 ， 因 
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此 ， 当 4 二 一 -时 ， 方 程 (3.15) 无 连续 解 ， 


同 理 可 以 证 明 ， 当 4= 一 -全 时 ,方程 (3.15) 也 没有 连 
续 解 。 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 Fredholm 线 性 积分 方程 〈1.2) 
解 对 核 和 自由 项 的 连续 相依 性 定理 ， 
WR y) (8 一 1，2，…) K k(x, y) 均 在 了 7x7 Ex 
2E, fax) (n=1, 2, =+) Kf(x) 在 7 上 连续 。 分 别 用 DA) 
(一 1，2，…) DOA) 表示 Rx, y) (8 一 1，2，…) 和 
k(x, y) 的 Fredholm 行列 式 ， 
5183.19 假设 
lim max |R&(x, y) — kx, y)] = 0, (3.43) 
则 对 任 给 一 <a<B 二 十 co， 当 4E[a，PBJ 时 一 致 成 立 
limD.(4)= DG), 
TE, 34 (3.43) 式 满足 时 ， 若 Ao PÆ Rk, y) 的 特征 
值 ， 则 当 n 充 分 大 时 ， 儿 也 不 是 &,(x，y) 的 特征 值 。 
定理 3.20( 解 对 核 和 自由 项 的 连续 相依 性 定理 》 设 (3.43) 
AWE, RH 
lim max|f.Go-fG01- 0. (3.44) 
如 果 4o 不 是 RC(x，y) 的 特征 值 ， 则 当 n 充分 大 时 ，4。 也 不 
JER,(x, y) 的 特征 值 ， 并 且 
lim max|u,(x)—u(x)| 一 0， (3.45) 
其 中 心 (x) 和 #(x) 分 别 为 方程 
u G0 m FO + À [| a, y)u,(y)dy 
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(n=1, 2, ++) (3.46) 
与 方程 (3.39) 在 I 上 的 唯一 连续 解 . 

注 5.21 为 了 简单 起 见 ， 以 上 是 对 一 维 空间 的 情况 进行 讨 
论 的 。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 ， 如 果 G 是 2 维 欧 氏 空间 R 中 的 有 
RAR, mesG>0, kx, y) 在 GXxG 上 连续 ，f(x) EG E 
连续 ， 则 本 节 的 全 部 结论 ， 对 # 维 空间 上 的 Eredholm 积分 方程 


u(x)= f(x) + | <, y)u(y)dy (3.47) 
也 都 成 立 
上 述 讨论 是 在 连续 函数 空间 中 进行 的 。 对 于 忆 > 空间， 类 似 
地 结果 也 成 立 。 


RG 是 R" 中 的 某 可 测 集 ，0 <mesG< + co, iWƏKR(x, y) 
€L,(G xG), Blk(x, y)#G xG 上 可 测 ， 并 生 


| | c, y)):dxdy< +00. (3.48) 
< 
D* (4)=1+ 5-1)" T AT, (3.49) 
D*(x,ys A) Mh(x, y) - 3 C717 
AMO 
— BIOS y), (3.50) 
其 中 ， 
0 k(t, sta) dd k(t, sla) 
RQ, st,) 0 °... hk(t,,t,) 
at=] -f | m € ... dt eedt 
G G. ... 
| 
LIUMIP k(t,, t.) ... 0 
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I&Cx , y) ROG) Rex t) ee kc E) 
ITUR y) 0 k(t, arm hOSL ED 


Bacy, y)= | .| ee ,y)R(1, st) 0 eek P) be dt, 


Ry) ROLE RO,,G) =° 0 


可 以 证 明 ，(3.49) 式 右 端 的 级 数 ， 对 任何 4 收敛 : (3.500 
式 右 端的 级 数 ， 对 任何 4 按 上 ,(G x G) phia. D*A) 
并 做 E(x，y》 的 Fredholm-Carleman 行 列 式 ，D*(x, y; A) 
mikx, y) 的 Fredholm-Carleman 第 一 子 式 。 

定理 3.22 kx, y) €L,(GxG), f(x)€ L,(G) 车 
D*A) 0, ， 则 方程 


u(x) m f G0 À | &G uod» (3.51) 
在 L,(G) 中 具有 唯一 解 ， 并 且 该 解 可 以 表 为 . 


* : 
ul) =f (x) + | .dy. (3.52) 


推论 5.235 Bk, y)CL,(G xG). E D*A 0, W 
齐 次 方程 
u(x)=ho| ke, y)u(y)dy (3.53) 


#L,(G)rR RE R W88u(x)== 0 , 

定理 53.24 kx, y)€ELiOG xG), # D*(A.)= 0, WJ 
齐 次 方程 G.5 EL: C) 中 必 具 有 非 平 凡 解 ， 其 线性 无 关 解 
的 个 数 必 为 有 限 ， 其 最 大 数 r 叫 做 4。 的 指数 。 这 时 ， 转 置 齐 次 


方程 
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ua As [ ko, x)u(y)dy (3.54) 


在 L(G) 中 线性 无 关 解 的 最 大 个 数 也 是 +. 
定理 3.25 设 k(x，y)EL,(GxG) ，f(x)EL,(G)。 E 
D*(4。)=0， 并 且 其 指数 为 "r， 则 非 齐 次 方程 3.51) 在 L,(G) 
中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 : 
| rcowcodx=o (—1,2,:5,7), (3.55) 


Hp p(x), +s, pa) 是 转 置 齐 次 方程 (3.54) 的 一 组 (最 
K) 线性 无 关 解 。 当 条 件 (3.55) 式 满足 时 ， 方 程 (3.51) 在 
LG) 中 具有 无 穷 多 个 解 ， 由 下 式 给 出 : 
u(x) =u (x)+c,@,(x)+-+c,p,.(x), (3.56) 

其 中 wo(x) 是 方程 (3.51) ARR plx), +, @, (x) 
是 齐 次 方程 (3.53) 的 一 组 (最 大 ) 线 性 无 关 解 ，c; ，…，c, 为 
任意 常数 。 

定理 3.26 Wb, (x, y), k(x, y)C€CL,(G xG), fO, 
FODEL: G). iz 


lim brace m lim (| | Ck, y) 
—kix, y)Ydxdy) i-o, 


lim|/,—flaaqo) = lim( | rf.) foo» dx) 
. —0. 
MRA 不 是 h(x，y) 的 特征 值 ， 则 当 n 充分 大 时 ，4。 也 不 是 
bon y) 的 特征 值 ， 并 且 | 
Him [ulace lim (|| Gu) —uG0))a<)i=, 
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JEohBu,Cx)fflu(x)2y 9] Jy E 


ux) m fO T À [toro ydy 
(n=1, 2, e) (3.57) 
和 方程 (3.51) (EL.CGYBignE—£f8. 


附注 “ 早 在 1900 年 前 后 ，I.Fredholm 在 [1].[2] 中 ， 就 
通过 把 线性 积分 方程 与 线性 代数 方程 组 类 比 的 方法 《 即 把 线性 
积分 方程 看 作 是 “无 穷 维 ?线性 代数 方程 组 )》， 获 得 了 以 他 的 名 
字 命 名 的 关于 线性 积分 方程 理论 的 一 组 蒜 本 定理 《 即 本 节 所 还 
的 定理 3.6、3.13、3.17) 。 这 些 定 理 ， 本 质 上 是 线性 代数 方 
程 组 的 一 般 理 论 向 无 穿 维 的 推广 。Fredholm ig i$ X C22 
是 一 篇 重要 的 文章 ，Fredholm 第 一 ,第 二 、 第 三 定理 都 是 在 这 
篇 论文 中 建立 的 。 

关于 定理 3,22 一 3。25 的 证 明 ， 可 以 在 下 .Smithies[ 工 ) 或 
A.C.Zaanen( 1 ) 中 找到 ， 

定理 3.20 和 定理 3.26 是 由 郭 大 钧 在 【2 ] 中 获得 的 ， 对 
Volterra 型 方程 (1,1) ， 也 可 以 建立 与 定理 3.20 类 似 的 结论 
《参见 郭 大 钧 [3]) , 

关于 线性 积分 方程 的 Fredholm 理论 3 * X, W. V. 
LovittC 12, R, P. Kamwalt 1 KH.l.Ilerpopcrui( 1) 

关于 线性 积分 方程 的 Fredholm 理论 ， 可 以 推广 到 作用 在 
Banachz HE t fj & 3t HE T 7p 

x= Ax+ y, (3,58) 

其 中 4 : 王 -~> 已 是 全 连续 线性 算 子 ， 这 就 是 所 谓 的 Riesz-Scha- 

uder 理 论 ， 这 一 推广 X di F. Reisz ([1)) J. Schauder 

((1)) 完成 的 ， 关 于 Reisz-Schauder 理论 的 详细 叙述 ， 可 
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以 在 任何 一 本 完备 的 泛 函 分 析 教 材 中 找到 ,例如 夏 道 行 等 [1]， 
N.Dunford 及 J.,T,Schwartz[ 1 ). 


$4 Hilbert-Schmidt 理论 


实 对 称 核 线性 积分 方程 的 Hilbert-Schmidt A $, Æ Æ 
Fredholm 理 论 的 基础 上 ， 再 假定 实 核 &x，y) 是 对 称 的 〈 即 
k(x，y) 二 kh(y，x)) ， 从 而 可 以 获得 若干 更 深入 的 结果 。 在 
本 节 中 ， 仍 使 用 8 2 和 § 3 中 的 记号 ， 注 意 ， 在 $2 和 8 3 中 的 诸 
结论 中 ，4 显 然 可 以 为 复数 ， 

引 理 4.1 Bk, y) 在 7 XT 上 连续 ， 则 存在 />>0， 使 得 

DOS = kG yy 
v]4|<!, x, y€I, (4.1) 
其 中 Rx, y) 是 由 (2.3) AME B ROX, y) 的 Fredholm 
" 重 选 核 。 更 进一步 ，(4.1) 式 右 端 的 级 数 在 141</ 时 关于 
yE7 一 致 收敛 。 

证 因为 D(0)=1 志 0， 故 可 取 0 <I<[M b-a) 
(M= max|k(x, DD, BERESIAL CTRPR DUO S 0. 下 证 
此 ! 即 满足 定理 的 要 求 。 首先 ， 由 于 


kC, ə=[ | ke, HRG, h) 
Ri didi, (4.2) 
所 以 有 估计 式 
|Ak y ISAM)" b-a) 
(n—1,2,*2, 
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由 此 可 知 ，(4.1》 式 右 端 的 级 数 当 |4| < 时， 对 x，y6E7 一 致 收 
g. KREME, y 的 连续 函数 。 给 定 4， 使 141<!/。 根据 定理 


b D ; À) eo 
[C433 -i VEG, yf dy 


=0, vxcl. 
任意 固定 xE7， 4 fone Poo D. EP Os », B 
得 
l a ML »D'dy-0, 
所 以 


D(x, y; À) _ z n 
C Da Cie y» V y€l, 


又 因为 YE7 是 任意 的 ， 故 (4.1) 式 成 立 。 证 完 。 
推论 4.2 klix, y) 在 7x7 上 连续 ， 则 存在 /> 0 ， 使 得 


DB --Ya f'ka, x)dx, 
T vll «i. (4.3) 
WE 在 引 理 3.12 中 ， 令 p=1， 得 
| pa, x; Ddxe —AD' (A) (4,4) 


于 是 ， 由 (4.4) 5 (4,1) 式 即 得 〈4.3) A. EZ. 
314.3 设 k(x，y) EI xT 上 连续 ， 并 且 是 不 恒 为 0 的 
对 称 核 ， 则 (x，y》(n 二 1，2，…) 也 是 不 恒 为 0 的 连续 对 
TE. 
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证 dh, y)=R(y, x), KH (4.2) 式 知 
PREA »- f l0; HDR, ta) 


klti, x)dt,dt,_, 
ZI st RC sy) 
dt, dti=h(X, y), 
Bh x, y) 是 对 称 核 。 h.(x, y) 的 连续 性 是 显然 的 。 下 面 证 
明 
k(x, y) 0 (n=1, 2, 3, +) 。 (4.5) 
SEXO E, FUD 式 不 成 立 ， 则 必 存 在 某 mL 1, d 
h(x, y)90, k(x, 30990, ==, 
Rh,- (x, Y) 0, R,(x, y)= 0. (4.6) 
H (2.3) xXAm Ru (x, y)=0, m m+ 1 中 必 有 一 个 数 是 侦 
数 ， 设 该 偶数 为 23。 由 (4.2) 式 易 知 


b 
kx, »=f k,-,(x, Hki, y)dt, 


p= 1, 2, t, n—í. (4.7) 
E (4.7) Suh n—2s, pos, HERE ex, y) 是 对 
称 核 ， 即 可 得 


0 mk, i | Ca, Ddt, vxel, 
从 而 
tro 
| | (EG, D'dxdt- 0. 
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fS ES 


再 注意 到 An, D 的 连续 性 ， 即 知 A, De0. (ñB 
2s—mi 2s=m+1, Wim>1, W 5 EHm>s, WERI (4.6) 


AFH. ut. 
推论 4.4 Bk, y) 在 7x7 上 连续 ， 并 且 是 不 恒 为 0 的 


对 称 核 。 则 
Fo x)dx> 0 (m-1,2,3,72 . (4.8) 
证 在 (4.7) 式 中 ， 4n-2m, p-n, 并 注意 到 k(xX， y) 
的 对 称 性 ， 即 得 
k,n(X, x)= [d.c DJ?dt, 
b b rb 
IN x)dx= J J (b.(x, D): didx> 0 


(m=1, 2, 3, =) 。 (4.9) 
证 完 . 

定理 4.5 dbOs 3) 是 7 x 了 上 不 恒 为 零 的 连续 对 称 核 
WikGr y) 至 少 具有 一 个 特征 值 。 

证 根据 定理 3.6 和 定理 3.13， 只 需 证 明 Fredholm 行 列 式 
DO) 至 少 有 一 个 零点 。 用 反 证 法 。 设 D(1) 没 有 零点 ， 则 根据 
复 变 函 数理 论 ， 可 知 ，- 方 -5 可 以 展 为 对 任何 复数 4 都 收 全 的 
FAM: 


D'O) von | 
Di -- 23204 , Al & e, (4.10) 


比较 展 式 〈4.3) A5 (4.10) Ñ, AB IECREZCNUR CB PE FE, 
可 得 
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c, = | haces dx (n=1,2,3, +). (4.11) 
由 (4.10》 式 知 


X lenll <o v1]4<+>ceo, (4.12) 


mul 


另 一 方面 ， HHW, AMC n> 0 (m=1; 2, 3, e). 由 (4.7)， 


(4,9), (4.11) 诸 式 ， 并 利用 Schwartz 不 等 式 ， 有 
b b 
cis c dx | bas DB, (t, Odi? 
bb 
= 上 | | kui (xs Diu On Ddxdt)? 
«c fais 1))2dxdt) 


b rb 
Cassio, 02*dxdb 
—C2n-2 C2n+2。 
所 以 ， 


Cim Com 
Dum." ë (m-2, 3, 4, 2. 


TA 


Compo | AL? "*? 


€; [A[?7 2A (m1, 2, 3, ^2. 


Buts, iA m f, ent, att Yes 2 BR. 此 与 


(4.12) AFE uS. 
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注 4.6 ”从 定理 4.5 的 证 明 中 可 以 知道 ，D(4) 在 复 平面 的 
BEKAS L 中 必 有 零点 ， 从 而 核 8x，y) 在 MAI 


Ca 


Er 
«en 中 必 有 特征 值 


注 4.7 Eka, y) 不 是 对 称 核 ， 则 它 可 能 没有 特征 值 。 
fj, &a—0, b=x, klx, y)=sinx cosy, MWM IX k(x, y) 
没有 特征 值 。 事 实 上， 车 有 4 及 xx)， 使 得 


u (x)= À Jy, y)u(y)dy 


=Asinx |"(cosy)u(y)dy, 
则 u(x)==csinx， 其 中 c 是 某 常 数 。 以 u(x)=csinx 代入 上 式 ， 
得 
c sinx=ch sinx | cosysinydy= 0. 


故 c= 0, J.mu(x)= 0 。 这 表明 k(x，y) 没有 特征 值 。 

引 理 4.8” 设 k(x，y) 是 1x 1 上 不 恒 为 零 的 连续 对 称 核 。 
HAMARRERA, y) 的 特征 值 ，4, 闪 42，9p:(x) 和 g(x) 
分 别 是 k(x，y) 相应 于 4, 和 4, 的 特征 函数 ， 则 


b 
f pı (x)p: (x) dx= 0. (4.13) 
证 显然 
b 
I Q, ,(x)p, (x)dx 


b b 
-AA | p(x) dx | klx, ypi(y dy 


b b 
=% | oy dy | k(x, yga(x)dx 
51 


b b ^ 
-AA exGnd»[ kly, x)9i CO dx 


-A o oow ond». 
因为 4, SA BRE EXAM (4.13) RR. WEZ. 

定理 4.9 Bk, y) 是 Ix 1 上 的 不 恒 为 零 的 连续 对 称 
E Mecs, y) 的 特征 值 均 为 实数 。 

证 itá.—-aciB CB 0) 是 k(x, y) 的 复 特 征 值 ， 
Uo(X) 二 Vo(X) 十 iwo(x) Æ kx, y) WAF ho 的 特征 函数 ， 
uo (x) >= 0 P 于 是 ， 

u Gm A [c yuo (y)dy. (4.14) 


TE (4.14) Drjery.yru 注意 到 核 k(x， y) dX PŠ 
AX, d 
u Go =, | kx y)us(y)dy. 


Eu (x) 0, Kul) 是 h(x，y》 对 应 于 特征 值 和 的 特征 
函数 ,由 于 6s 0 ， 故 4o 闪 ho。 从 而 根据 引 理 4.8 知 


b — — 
[| usa) |tax= | to (x)u (w)dx= 0, 


所 以 ，uo C020, Ib Sus CO 06 0 FE. YES, 

定理 4.10 ROS, y) 是 7Zx7 上 不 恒 为 0 的 连续 对 称 核 。 
MEER, y) 的 全 系 特征 值 {14,}， 与 对 应 的 全 系 就 范 直 交 特 
征 函 数 {p,(x)} (n= 二 1，2，3，、…) ， 满 足 : 

G) ABAS, FEA S Ma Ssl s 

Gi) PWD HA ERRERA, px) Ek, y) 的 
属于 4, 的 特征 函数 ， 即 
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b 
p(x) =, | kx, Py dy Cn=1,2,3,")3 


(iii》《y.(%x)} 是 就 范 直 交 的 ， 即 
1, S n—ml, 
0, 4 nxcmB] 

Gv) EAR RO, y) 的 任 一 特征 信 ，#(x) EÈ ROS, y) 
的 属于 4 的 任 一 特征 函数 ， 则 4 2 83 A, MYO 必定 是 
{y.(%)}》 中 的 某 些 有 限 个 四 (x〉 的 线性 组 合 。 

证 因为 DA) 是 不 恒 为 0 的 整 函数 ， 故 根据 复 变 函数 论 
可 知 ，D(4) 的 一 切 零 点 都 是 孤立 的 ， 从 而 DA 至 多 有 可 数 
个 零点 4 s Bae ESDA) 有 无 穷 个 零点 时 , 必 有 lim |a] 
二 十 0。 根据 定理 4.9， 庄 44 均 为 实数 。 我们 假设 诸 p 已 按 绝对 
值 大 小 排列 ， 


[eoo f 


PRAESTA EST AEREA < 
(注意 ， 在 上 式 中 ， 诸 u, 均 不 相等 ) 假设 Up: 的 指数 为 *， 故 根 
据 定 理 3,13 可 知 ， 由 《3.29) 式 给 出 的 Ax，y) 的 属于 u, 的 
r 个 线性 无 关 特 征 函 数 p (x) G=1, 2, +, r) 都 是 实 连续 函 
数 。 利 用 Gram-Schmidt 直 交 化 方法 将 p: C), es P(x) 就 
HEZ, UBAY, C), e pa), WE 


p= Y opa) G 一 1,2,…,r)，cii 是 实 常 数 ? 
ü 1, xij, 

0, X4 ix jh]. 

BRY, <, VOD. 都 是 RCx，y) 的 属于 Ai 的 特征 函数 ， 

而 且 k(x，y》 的 任 一 属于 4 的 特征 函数 都 可 以 表 为 诸 v O), 

w, PORRES. $ 


[pi ars =Í 
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A =A= ==. 

类 似 地 对 u, 进行 讨论 ， 设 ua 的 指数 为 s， 从 而 可 以 得 到 
h(x，y) 的 属于 4 的 s 个 就 范 直 交 特征 函数 加 + G0, s ns 
ONE 

4 一 4 一 和 一 人 一 As。 
根据 引 理 4.8， 有 
| scowcedx= 0 
Gi=1, 2, +, ry k2r-c1,, r+s). 
把 上 述 过 程 继续 进行 下 去 ， 最 后 可 以 得 到 一 串 Kx，y) 的 
WEA Ao As es WE 
PE 
(有 限 或 无 穷 多 个 ), 以 及 对 应 的 一 申 就 范 直 交 特 征 函 数 Q. (x), 
ViGOD, $aOO, ey 它们 显然 满足 定理 的 全 部 要 求 。 证 完 。 
定理 4.11 Rk, y) 是 7 xT 上 不 便 为 零 的 连续 对 称 核 ， 
{4 和 D) MRR, D 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 


就 范 直 交 特 征 函 数 ， maaa y eee gp 上 一 致 
W, WU 
k(x, y) = y Don, , 
VG, y)EI x I (4.15) 
证 令 


ktea, =k, y ER, 


BR Rt(x, y) 是 7 x7 上 的 连续 对 称 核 。 我 们 需要 证 明 
h*(x, y= 0 。 根 据 定理 4.5， 只 需 证 明 R* (x, y) 没有 特征 
值 即 可 . SEC E, dyA* Ox, y) 有 特征 值 4# 及 对 应 的 特征 函数 
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$*(x)2e O, HM 
g*(x)=4%* | a, yN*GODdy 


=1* ics y*Gody 
-| jn ya y (4.16) 


Dy.) 38 (4.16). 式 两 端 并 积分 ， 注 意 到 右 端 级 数 一 致 收 
敛 ， 从 而 允许 逐 项 积分 ， 可 得 


b 
[prep deca [| ooa | kx, Y). GOdx 


b 
-A e P WC) Yn) dx) | py Gd y) 
A* (5 A* (^ l 
=+ pe dy [e oovtooay 
= 0 (m=1, 2, ...) . (4.17) 
再 由 (4,16) 式 可 得 


b 
eoo klx, y)0*(y)dy. 


Biblj*GO 必 是 h(x，y) 的 特征 函数 ， 根 据 定 理 4 .10 之 结论 
(iv)， 妨 (x) 必 可 表 为 有 限 个 办 (x) 的 线性 组 合 ， 


p*(x)= Yon). (4.18) 


kimi 


于 是 


^b t b 
| V* GO pn (x)dx= Do f pn, C pn (x) dx 一 Co 


kmi 
Gi=1, 2, =, s), (4.19) ' 
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H (4.19). (4.17) 两 式 可 知 c 一 0 G=1, 2, +, 2. 
Wie, y*COx)m 0. Eyt) 0 矛盾， 证 完 ， 

推论 4.12 Bko, y) 是 xT 上 不 恒 为 零 的 对 称 核 。 若 
k(x, y) 只 有 有 限 个 特征 值 ， 则 (4,15) 式 必 成 立 。 此 时 (4.15) 
式 右 端 为 有 限 和 ， 

例 4.15 考察 两 点 边 值 问题 ， 


过 十 4 一 0， 0=<x<1, 
I (4.20) 
u(0)—u(1)—0, 


由 推论 1.5 及 例 1.7 知 边 值 问题 (4,200. 等 价 于 
uo A [kt y)u(y)dy, ` (4.21) 


其 中 Green 函数 A(x，y) 由 下 式 确定 ， 


x (1—y), x< y; 
R(X, »=f (4.22) 
y (1—x), XZY. 


BAR, H (4.22) 式 定义 的 Rx, y) 是 不 恒 为 0 的 连续 
对 称 核 , 现 求 其 全 系 特 征 值 与 全 系 特征 函数 . 解 方程 必 十 4u= 0 
得 
f c,e Y^? -c,e7 7", X0; 
u(x) = | C,'beix, #À4= 0; 
Leclsin(w/ A x)-Fe;cos(/ Ax), 43A 0. 
TE, H u(0)=u(1)= 0 3, 24 A0 BI, 必 有 ci=cs 
=0, Hlu(x)m 0. Wik, ER As 0 都 不 可 能 是 &(x，y) 的 
特征 值 ， 当 4>> 0 时 ， 必 有 cs:= 0，cisinV 4 —0., Bu, 
要 使 c, 过 0， 必 须 Sinw 4 = 0, J&HlA—n'z! (n=1, 2, +), 
WERI, &Ox,. 0 B) RE AUBEIETUE A m n ar? (n=1,2,3,…)， 
56 


对 应 的 全 系 就 范 特征 函数 是 
jx) A/ 2sin(nmx) (n=1, 2, 3, D, 


显然 ， 级 数 


^. sin(nzx)sin(nz y) 
2 y,Sinemosinaumy) 
nmt 


#(0, 13x0, 1lE—#W88. WE ESE4.113 


sin(nzx)sin(nay) 


k(x, y)=2 >x; ng? ,Vx,y€C0,1). 


n= 1 


定理 4.14 Bk, y) ÆI xz 上 不 恒 为 0 的 连续 对 称 核 ， 
{4,) 与 {V(x)) 分 别 是 AR(x，y)》 的 全 系 特 征 值 与 对 应 的 全 系 就 
范 直 交 特征 函数 ， 则 {4 中} 与 4y,(%X)} 必 是 &,(x，y) 的 全 系 特征 
值 与 对 应 的 全 系 就 范 直 交 特征 函数 ， 这 里 k(x yY) ERR, 
3») 的 m 重 迭 核 ， 

证 由 

p97)=h | kuy, 2)0,G2)dz 

及 (4.2) 式 ， 得 


di X) = A, J wm yp ydy 
b b 
=a | k(x, »dy| k(y, 2) CGdz 
b 
=Í k.(x, 2) dz, 
EE, 一 般 地 有 
b 
x)= 如 | R(X,2)p zdz (m=1,2,."). 


57 


WARE ka Cra Y) 的 特征 值 ， 儿 (x) 是 其 对 应 的 特征 函数 。 
我 们 尚 须 证 明 ， 若 。 Ro Rx, y) 的 任 一 特征 dB, VOD 
是 其 对 应 的 特征 函数 ， 则 必 有 o-^A2 OW X30 ， 并 B 960 
是 {p(x)》 中 的 有 限 个 函数 《它们 都 对 应 于 说 》 的 线性 组 合 ， 
EKE, Whi 0s hpm m KAR, BIA — po G=1, 
2，…，m) PAE h 是 复数 ) 、 用 初等 数学 的 方法 容易 
证 明 
hA hi th= 0 (s=1,2,=*,m—1), (4.23) 


4 


b 
p(x) = looo s | h(x, yP) 


+h | hax yp ydy 
"— [4 (x,y)0(y)dy) 
Gi=1, 2, =, m. — (4,24) 
注意 到 (4.23) 式 ， 知 
Qi GO Epi Gc) He pa Gn) m GOD, (4.25) 
H (4.24) 式 ， 可 得 


b b 
m | klz, x)oi(x)dx= | klz, xy Go0dx 


uni b b 
+Y | h(z, x)dx | k Gr, y)0(y)dy, 
Sm a a 


从 而 ， 再 利用 (4.24) 式 ， 可 得 
mh, | kc, xy. Godx-k, | kz, oada 


m— 1 b 
T) | Ra (2, y)X((y)dy 


sl 
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=mp;(z)— ylz) +h? f'kaz, y)0(y)dy 
= mp; (z), 
亦 即 
Gi)=h os, Ddy (1,2,7,m. 

H (4,25) 3X Ru (Gx)26 0 H, DE dxioxm, fitpig(x) 
EUM 因此 ， hi, 是 k(x, y) 的 特征 值 ， Piol x) 是 对 应 的 特征 
EN. 故 必 存在 9， 使 hio Ans Bo= 2, 从 而 由 (4,25) 式 ， 
p(x) 是 有 限 个 y,(x〉 的 线性 组 合 。 证 完 ， 

定理 4.15 ik, y) 是 1 x7 上 的 不 恒 为 0 的 连续 对 称 
核 ，{4, 与 4%Cx)》 分 别 表示 R(x，y)》 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 
全 系 就 范 直 交 特征 函数 ， 则 

h,(x, p-i e (mz2,3,:), (4.26) 
并 且 上 式 右 端的 级 数 在 1 x7 上 一 致 收敛 。 

证 由 定理 4.11 及 定理 4.14 知 ， 只 需 证 明 (4.260 式 右 端 
的 级 数 一 致 收 伍 。 设 (4.26) Rim 成 立 ， 并 且 (4.2600 RE 
端的 级 数 一 致 收敛 ， 则 

Mo x)R,(x, y)dx 


b 
-YXv UE sc, xada, (4,27) 


并 且 (4.27) 式 右 端 的 级 数 对 (y，z》E7 x 了 一 至 收敛 .由 于 
MC x)k(x, ydx-h,, y), 


b 
JC A, | kiz, x)0,(x)dx, 
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故 (4.27) 式 即 
bau, y)- xD. 


这 表明 (4.260 AX m 十 1 成立 ， 并 且 右 端的 级 数 一 致 收 
伍 。 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 只 需 证 明 m= 2 BJ (4.26) RE 
端的 级 数 一 致 收 伍 即 可 。 至 于 m= 28j, (4.260 式 右 端 级 数 
mj—30 SEE, Se RI SW.IV, Lovitt( 13 së F.Smithies 
(12. 

5384.16 — Wh(X, y) ÆI xT 上 不 恒 为 零 的 连续 对 称 核 ， 
(4) 与 人 yp,(X)} 分 别 表示 ROS, y) 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 
系 就 范 直 交 特征 函数 。 又 设 h(x) 在 1 上 连续 ， 则 


| mw y)h(y)dy= 0, x€] (4.28) 
的 充分 必要 条 件 是 : 
| cocodx= 0 Cn=1, 2, 3,°"), (4.29) 
证 必要 性 。 设 (4.28) 式 成 立 ， 则 


b b 

0 =Í P(X) dx| k(x, y)h(y)dy 
b b 

- [400 d» | kG, 960 dx 


1 b 
-[*o»o0dy =n 2, 3, o. 
故 (4.200 式 成 立 . 
充分 性 。 设 (4.29) 式 满足 ， 根 据 定 理 4.15， 有 


aC n 
k(x, xe-i A 


R 


, 
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并 且 上 式 右 端的 级 数 一 致 收敛 ， 于 是 显然 有 


b b 
J |. y) h(x)hCy) dx dy 


= Xie [009.6042 C[hoosond») 
-0. 
但 是 ， 另 一 方面 ， 又 有 
J o, y)h(x)h(y)dxd y 


bft b 
= | acosoodsa y f kca, z)k(z, y)dz 


-| dz (hes 2yhGoda)( [cs yhdy) 
= ([ kc, Why)dy ) dz, 
因此 ， | 

| (| pe tod» ) qz= 0, 


m (4.28) RRX. EZ. 

定理 4.17 设 k(x, y) 是 7x7 上 不 恒 为 0 的 连续 对 称 核 ， 
Uu (00) 分 别 表示 k(x，y》 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 
就 范 直 交 特征 函数 。 设 (x) 可 以 表示 为 


b 
f(x)= | se, y)g(y)dy, 


Hpg) ELLER, M/C) 必定 可 以 展 为 
f(x)= >: U, LALALSE x€I, (4.30) 


其 中 ， 
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b 
fs)= | fn) dex (n=1, 2, 3, +); 


更 进一步 ，〈4.30) 式 右 端 的 级 数 在 7 上 一 致 旦 绝对 收敛 ， 
证 uE (4.300 式 右 端 级 数 在 7 上 一 致 且 绝对 收敛 ， 


b b 
(f, w)= J woo dx | ke, y)g(y)dy 


b b 
«| gy» dy | kx, y)0,(x)dx 


1 
元 (g, $22, 


所 以 ， 
mt m+? 


> IG 92 v. Go | <[ > (g, p) P 


mnlti nmt 1 g 


mt? 1 21 
(x RE. (4.31) 
"n-m-d1 
另 一 方面 ， 由 Bessel 不 等 式 知 


p. » (f'k, ydy Y 


nmi "21 


< kG, y»rde«M'G—9, ——— 4.30 


HHM —max|kO, yl. FÆ, H (4.31) E (4.32) 式 得 
xci 


m+ 


b NEN mtb 1 
I $09 GO EM VEZA E o P. 
* nemi ` 


nemtl 


由 此 ， 再 注意 到 根据 Bessel 不 等 式 


- ó 
Yi, 0: f odeto, 


nal 
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Bin (4.30) 式 右 端 的 级 数 一 致 上 且 绝 对 收敛 
ME (4.300 XAR. $ 


h(x)=f(x)— X (f, $29.60, 
则 h(x) 是 7 上 的 连续 函数 。 我 们 需 证 h(x) 三 0 。 为 此 ， 只 需 
证 明 
| hc yr dx= 0, (4.33) 
事实 上 
| Gooytda= ur, DD Tf) hg), (4.34) 
注意 到 
(A, pn) = (fs $,02— 3 1 (f, VO y) 
-(, $2-—G, Yn) = 0 
(m=1, 2, =, ) (4.35) 
故 由 (4.34) XZ (4.35) 两 式 可 得 
[acoytda= qr, k) 


b b 
=| hO) dx | hx, y)g(y)dy 
b b 
=Í gody] kx, y)h(x)dz= 
b ë 
=Í gondy| kO, x)h(x)dx, (4.36) 


另 一 方面 ， 由 《4,35) 式 并 利用 引 理 4.16， 知 


2 x)h(x)dx=0, vxcl, (4.37) 


TÆ, B (4.36), (4.37) 式 即 得 (4.33) 式 . 证 完 。 
84.18 BEA (4.30 式 可 以 写 为 


b 
| klx, y)g(y)dy= Y: 59 GO, (4.38) 


定理 4.19 WE hx, y) 在 了 7x7 上 是 不 恒 为 0 的 连续 对 称 
s LADA (GO) 分别 是 A(x，y)》 的 全 系 特 征 值 与 对 应 的 全 
系 就 范 直 交 特 征 函 数 ， 如 果 4 不 是 RO y) 的 特征 值 ， 则 对 7 
上 任何 的 连续 函数 JO), JE 〈1.2》 都 在 工 上 具有 唯一 的 连 
续 解 (x)， 并 且 u(x》 可 以 表 为 


uo =f +4 [EF ect) dt pco, 
(4.39) 
其 中 《4.39) 式 右 端的 级 数 在 [上 一 致 且 绝对 收敛 。 
证 首先 证 明 (4.39) 式 右 端 的 级 数 在 7 上 一 致 且 绝对 收 
g. PXE (4.39) 式 右 端 的 级 数 可 以 写 为 


x e4p- VOD, (4,40) 
n i=- 
由 《4.38) REEM., gg EEE 在 了 上 
—# B Xh Ak, 由 于 


n— oo 


故 可 知 级 数 〈《4.40) 在 7 上 一 致 且 绝对 收敛 ， 
EGO 是 由 (4.39) 式 定义 的 函数 ， 它 显然 在 LER, 
利用 (4.380 式 ， 可 得 
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b 
u(x)—À f k(x, y)uly)dy 


=/ (+4 yx) 


b 
=a | REDO deep Cea py) dy 


=f(x)+ À > 中 -和 ———(x) 


-af +G, fid y-4 > PES XO OD 


fo) X819 o0 -a [Gs fond» 
=f (4.41) 
Mh (4.39) 式 定义 的 u(x) 是 方程 (1.2) 的 解 
反之 ， 设 u(x) 是 方程 (1.2) 在 了 上 的 任 一 连续 解 ， 则 根 
据 定理 4.17 可 得 《注意 (4.38) R) 


b 
— tux) fG))7 face y)u(y)dy 
= D Epa). (4.42) 


. b b 
TENET waf d. (x) dx[ b(z,y)u(y)dy 


=(u, Ú,)— 2 + | uGO9.()dy 


= fez (u, Pa) (n=1,2,3,.), (4.43) 


把 (4,43) RRA (4.42) 式 ， 即 知 
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+ Gi) - fG)) > H o sa), 


因此 ，w(x) 必 是 由 (4.39) 式 给 出 的 函数 ,证 完 ， 

定理 4,20 Wk, y) ÆI xI EREXO 的 连续 对 称 核 ， 
145 {p(x)} 分 别 表示 k(x，y》 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 
就 范 直 交 特征 函数 系 ，f (x) 是 1 上 的 连续 函数 。 设 4 是 h(x, y) 
的 特征 值 ， 其 指数 为 r，4=4,+: = 二，… 二 4,+:。 则 方程 (1.2) 在 
了 7 上 具有 连续 解 的 充分 必要 条 件 是 ; 


b 
| #Gow.GOdx= 0 (n=m+ 1,**,m+r), (4.44) 


H (4.44) 式 满足 时 ， 方 程 (1.2) 其 有 无 穷 多 个 连续 解 ， 由 
TAH h: 


u(x)=f(x)+A Y, | (Ddi co 
MAE . 
FHC, Pupi OO) b e HC Ynt (x), (4.45) 


其 中 c,，…，c: 是 任意 常数 

证 为 使 符号 简单 起 见 ， 不 妨 设 m 二 0， 即 1=4, 4. 
首先 ， 在 定理 4.19 的 证 明 中 ， 已 经 证 明了 4.45) 式 右 端的 级 
数 在 I 上 一 致 且 绝对 收敛 。 设 方程 (1,2) 在 1 上 有 连续 解 u(x)， 
HJ (4.42) 式 及 〈4.43) 式 成 立 。 H 4.43 式 并 注意 到 4= 
A=" =A, BAA Cf, $02 0, n=1, 2, =, r. WA 件 
(4,44) RWE. ER, H (4.42) & (4.43) 式 可 知 

u(x)=f(x)+(u, PLH (u, pr) px) 


HE Ya $2. - MOD. 
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BluCx) 必 可 表 为 (4.45) WEA. 
反之 ， 设 条 件 (4.44) AW E, 并 且 x(x) 是 由 (4.45) 
式 定义 的 连续 函数 。 记 u(x) 二 uo(x) 十 vo《(x)， 其 中 


uGO- fO TAI PT, Some y: V.D, 


Uo(x)mc,U. (x) n + cp xX), 
fj (4.41) 式 的 推导 ， 并 注意 到 Cf, 90 —0 (1—1,2,, r), 
可 得 

m(x) =A ke, Pu (ydy 


=O) +A ri ROETINE f Gndy 


= fo) X: 4199, 09 - ay: EH o 
-fGN (4.46) 
又 有 | 


rb 
Volx) -4f k(x, y)oÁ (y)d y 


r T b 
= Yc, p(x)— c,h, | k(x, y)0,(y)dy 


=0. (4.47) 
H (4.46) K (4.47) WiskAnu(x) 满足 方程 〈1.2) . EZ. 


例 4.21 求解 两 点 边 值 问题 


u” +Au= 1, 0O=<x< 1; 
l (4.48) 
u(0)=u(1)= 0, 


M ”由 定理 1.4 及 例 1.7 可 知 ， 边 值 问题 C4.48) 等 价 于 下 
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列 积分 方程 
uG)= [ kG, Duy) 1)dy, (4.49) 
EPR, y) Hp (4.22) 式 给 出 。 方程 《4.49》 可 以 写成 


(Gy -lx a-a tA kc uod». (4.50) 


由 例 4.13 知 ， 对 称 核 ROG x) HERRIE E A Aan a? 
(一 1，2，3，…) ， 每 个 ,的 指数 为 1 ， 对 应 的 全 系 就 范 直 
ZRIEKA px) =s T sinnis (4 一 1，2，3，…) , ZA 
单 计算 知 

| rowcodx=- 2 | xC— )sinamxdx 
| 0 ，n 是 偶数 ， 


| 一 22, ?是 奇数 。 


于 是 ， 根 据 定 理 4.19 和 定理 4.20 即 可 得 下 述 结论 : 
Gi) E Axa) a? (一 1，2，3，…)， 则 问题 (4.48) 有 
唯一 的 属于 C:[ 0，1 ) 的 解 ， 此 解 可 以 表 为 .: 


ux) - ix (1—x) 


一 sin(2m+ 10zx 
CA Ond ye Cm E D: A 


Gi) 车 4 二 n*x?，# 为 正 奇数 ， 则 问题 (4.48) 无 解 
(iii) 车 4=n?*x?，# 为 正 偶数 ， 则 问题 4,48) RARAY 
多 个 属于 C*C 0，1 ) 的 解 ， 它 们 可 以 统一 表 为 ， 
ux) - ix (1—x) 
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sin(2m -- 1)zx 
Alia m 4-1)! — 4) T osinnax, 


n-»0 


其 中 c 是 任意 常数 ， 

注 4.22 ”为 了 简便 ， 以 上 是 对 一 维 的 情况 进行 讨论 的 ， 完 
全 类 似 地 可 以 证 明 ， 本 节 各 结论 对 于 n 维 的 情况 ， 也 是 成 立 的 。 

上 述 的 讨论 是 在 连续 函数 空间 中 进行 的 . 对 于 L, 空间 ， 
类 似 的 结果 也 成 立 。 

设 G 是 户 中 的 某 可 测 集 ，0 <mesG=<+ co, dk klix, y) 
是 上 ,对 称 核 ， 即 &(x，y) 在 GxG 上 可 测 ， 满 足 (3.48) xk. 
并 且 在 G xG 上 几乎 处 处 有 k(x，y)= 二 h&(y，x)。 如 果 Rx, y) 
不 是 几乎 处 处 为 0， 则 k(x，y》 至 少 有 一 特征 ë, RO, y) 
的 一 切 特征 值 均 为 实数 ， 并 且 属 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 互相 
Ha. 更 进一步 ， 我 们 有 下 列 结论 ， 

定理 4.23 设 &(x，y》 是 不 几乎 处 处 为 0 的 上; 对 称 核 . 则 
存在 k(x，y) 的 全 系 特征 什 {4,} 与 对 应 的 全 系 就 范 直 交 特征 函 
BOO) (n= 二 1，2，3，…)， 满 足 

G) A, HARJO 3E RIAL I IAS Rn 

Gi) WOEL: G), JEHy.GO 是 Gr, y) BXSEHETA, 
BIFE PS ME, E 

vo = | AG, y)000)dy G21,2,3,721 
Gii) 《yr(x)} 是 就 范 直 交 的 ， 即 


Gs $2 | oov Codx à. 


Í 1, n=m Hj, 

0, næm Hj, 

Gv) HAJERO, y) BERE, pL Eka, y) 
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WARTANE- REBR BLA ATACAR GO UEE (0,.Cx)) 
中 的 某 有 限 个 的 线性 组 合 。 

定理 4.24 k, y) 是 不 几乎 处 处 为 0 的 乙 :对 称 核 . 则 
其 m EGRE RO, y) 也 是 不 几乎 处 处 为 0 BS L, 对 称 核 。 用 
(y {加 (x)} 分 别 表示 k(x，y》 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 
就 范 直 交 特 征 函 数 ， 则 {42} 和 人 YC%x)} 必 定 是 ka,(x，y) 的 全 系 
特征 值 与 对 应 的 全 系 就 范 直 交 特征 函数 。 此 外 ， 有 


Ye | | Gc, dady, (4,51) 


.(x)0,( y) 
p Bon. 


` ka (x, y)= s m=1, 2, 3, =, 


(4.52) 
XB. (04.52) XCETCBUN I ZOBCESDCSICT E (x, y), BH 


tim | | (8.6, »)— DARBO Yasay 


E= o 


= 0, m=1, 2, 3, +, 
定理 4.25 klx, y) 是 不 几乎 处 处 为 0 的 工 ， 对 称 核 ， 
{4.} 和 {V(x)} 分 别 表示 Rex, y) 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 
就 范 直 交 特征 函数 。 于 是 ， 下 列 结论 成 立 ， 
(i) 车 4 不 是 RCx，?》 的 特征 值 ， 册 方程 
u(x)=f(x)+À | xa, y)yu(y)dy (4,53) 


对 任 给 f(x)EL:(G)， 都 在 上 :(G) 中 具有 唯一 解 wx)， 并 且 
该 解 可 以 表 为 
u(x)=f(x)+ À > 299 Go, (4,54) 


其 中 ， 等 式 (4.54) 式 代 表 右 端的 级 数 平均 收敛 ， 
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Gi) 车 4 是 &(x，y) 的 特征 值 ， 设 其 指数 为 +, BA— Aus, 
二 二 +r。 又 设 1(x)EL,(G)， 则 方程 (4.53) Æ L,(G) 中 
有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 


(o= | fp dre 0 
C(n=m+ 1, mi+r), (4.55) 
当 此 条 件 满足 时 ， 方 程 (4.53) 在 工 :(G) 中 有 无 穷 多 个 
解 ， 由 下 式 给 出 : 
u(x)= f(x)+ 4 = i wt VOX) E eua CX) 
Heete ntr (X), (4.56) 
其 中 c,，…， 表示 任意 常数 ， 等 式 (4.56) 式 代表 右 端的 级 
数 平均 收敛 。 
此 外 ， 下 列 定理 也 是 常用 的 ; 
定理 4.26 j k(x,y) 是 不 几乎 处 处 为 0 的 ,对 称 核 , {4,} 
和 {W(Xx)} 分 别 表示 Rx，y) 的 全 系 特征 值 与 对 应 的 全 系 就 范 
直 交 特征 函数 ，({hni } 和 44m,) 分 别 表示 {4} 中 的 正 特征 值 序列 
和 负 特 征 值 序列 ， 即 
UexÁmsm X ÁmiXAm, < 0 < n SAn <<: SÇ Ani =<: 
则 下 列 绪论 成 立 . | 
G) 1,1|=maxlKK 圳 ， 这 里 的 max 是 对 一 切 满足 ，lial|= 
1, (4) 二 0, e, (u, Pami) = 0 的 EL;(G) 取 的 ， 
Ku | kG, uly) dy 


并 且 此 极 大 值 当 4=Y 时 达到 ， 
特别 地 ，|4, 1 一 maxllKull， 并 且 此 极 大 值 当 4=y, 时 达 
8j. 
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(ii) hm 二 max (Ku, u), XX HB max Æ M — UJ i 1 
lu]- 1, (u, $m)-0, +, (u, pni ) 二 0 的 uELi(G) K 
的 ， 并 且 此 极 大 值 当 x= 加 时 达到 ， 园 理 ，4m 一 min( 开 xs)， 
这 里 的 min ExI— Ul d Æ ull 1, (u, ba) 一 0，…， (u, 
Vn. = 0 REL G) WE ERME u= pm 时 达到 。 

Gii) 对 任意 的 pas c. p- ELG, 令 

pis rn, P )=sup((Ku, u)| lul =1, 
(u, bi)=*== (u, Pi-- )= 0), 
则 有 
Àn; = min(uCpi » bii bir pi- €Li (1i 
同 理 ， 若 令 
»(p, spo )=inf((Ku, u)llul|= 1, 
Cu, p,)em( pii) 0), 
则 有 
Am = max(vCp, stts pic) | ps", Di- EL (G)}. 


附注 D.Hilbert 在 1904—1910 年 ， 连 续 发 表 了 6 篇 文 
章 ， 对 对 称 核 线性 积分 方程 进行 了 系统 的 研究 ， 这 些 工作 被 系 
统 地 总 结 在 他 1912 年 出 版 的 专著 [1 J. D.Hilbert 的 工作 ， 
为 了 .Riesz[1 )，E.Schmidt 和 其 它 数 学 工作 者 所 推广 和 履 
进 .关于 本 节 定 理 4,23~4.26 的 详细 证 明 ， 可 参见 F,Smithies 
(1), A.C,Zaanen( 1 J, F. Riesz #t R, Sz, Nagy( 12 X 
H.U .llerpopscgnñ( 12. 

线性 积分 方程 理论 ， 在 常 微 分 方程 、 偏 微分 方程 、 变 分 法 
以 及 许多 物理 问题 中 ， 有 广泛 的 应 用 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 参见 
W.V.Lovitt( 1), R,P.Kamwal( 1J8#C,T.Muxnuun(13), 
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第 二 章 “ 非 线 性 积分 算 子 


本 章 主要 研究 非 线 性 积分 算 子 的 全 连续 性 质 。 为 了 使 本 章 
的 结论 更 具有 一 般 性 ， 讨 论 均 是 在 Orlicz 空 间 中 进行 的 。 


$1 Orliez 空间 


在 本 节 中 ， 叙 述 Orlicz 空 间 的 定义 和 若干 主要 性 质 。 关 于 
Orlicz 空 间 的 详尽 讨论 ， 可 见 M.A.Kpacnocensckuit # 51, 
B.Pyruuzgnü ( 12, 

先 介绍 六 函数 的 概念 

定义 1.1 BRAM): R> RH ETIR: 

C10 M(uykE 80 EAE y C, MM) K XE S >ü 
数 ， 并 对 一 切 4，vERi，0 <1<1, # 

Mat C1 AJKAM Q04- C1 2M GO (1.1) 

(2) M(00— 0， 并 且 当 4> OBEMGO 0, 


Mu) 一 0, lim 


(3) lim Mo». 
u-0 u t+ u 


+o, 

则 称 M G03E— 4: N iR. . 
定理 1.2 M (w) 是 NN 函数 的 充分 必要 条 件 是 存在 定义 在 
C10 p(w) 是 右 连 续 的 非 减 函数 ， 
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C2) >4u> 0 BF, p(u)> 0; 
(3) p(0)= 0, limp(u)= +, 
+> 


并 且 使 得 
、 tul 
Mop= | bdt, (1.2) 


BA, p'u) M GO RD SIC, 

设 p(w) 满 足 定理 1,2 中 的 条 件 ( 1 )、( 2 )、( 3 ;， 则 不 难 证 
Hj, PR 

q(v)-sup u (1.3) 

在 (0 ，+co) 上 有 定义 ， 并 且 也 满足 定理 1.2 中 心 %) 所 满足 的 
条 件 (17.(2).(3)。 

定义 1.5 M (oO 是 W 函 数 ，p(D 是 Mo 的 右 导 数 ， 
q(V) 由 (1.3) 式 定义 ， 则 称 通 数 


" 
Noo- |. "q(s)ds (1.4) 


是 M (u) ASIN pRC, 

BR, NOBEN KA, FEMO BENO B RN É 
3⁄ PM GORUN (o y BJ RN AZO 。 

XUTAN 98 30M Cu) TRIES AN BEEN COO ,著名 的 Young 不 等 
JR M. 


uv M (uy + N (v) (u, vCR!) (1,5) 
3M (Co 是 六 函数 ， 则 下 列 不 等 式 成 立 ， 
Mon) MOS) — (5 cuiu) (1.6) 
u, us 


MG) - M (Q2 «M Clul t [v]? (u,UCR!) . (1,7) 
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可 以 举 出 常见 的 入 函数 的 例子 如 下 ， 
MiG)= Lu (a> 1); 
aƏ 


M,G)-e'* —Ju|— 15 
Ms(u)=(1 t lublnC 1 + IuD— lul; 
MD=em —1 — (891), 
定义 1.4 EM DMM: (DREN pili, WREE W A 
Q 0 及 册 宇 0， 使 得 当 w 宇 ws 时 ， 有 
MSM ,(au), (1,8) 
MEM Guy FM (u) 。 若 对 任何 wa> 0 ， 都 存在 如 关 0, EA 
当 w 之 tw 时 ， 有 
M1(W<M,(an), (1.9) 
MRM: GO XDCT M (u), 
EM (Guy pM (u), ARM ,GO SS BUT M (u), WR 
M DMM: ZN. 
下 面 叙述 六 函数 的 几 种 常见 的 条 件 ， 它 们 在 Orlicz 空间 理 
论 中 是 有 用 的 。 
定义 1.5 SEN p CM U) 满足 A: 条 件 ， 如 果 存 在 常数 
kR>0Kuz 0, ffusuB,H 
M(2u) &kM G), (1.10) 
定义 1.6 称 六 函数 M (uW E A Rik, iR f EC 
h> 0Ku,> 0, fuu, vu. 8 
M (uv) SEM Q)M (v), (1.11) 
定义 1.7 称 和 N 函 数 M(w) 满 足 信 条件， 如 果 存 在 常数 
> 0 Kku,> 0， 使 当 w 宇 wo TW, 
uM (u) «M (ku). (1,12) 
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定义 1.8 称 六 函数 M GOMA Ap, UR TEE 常数 
R> 0 ku> 0, f#342u Bh), # 
M’ (u) <M (ku), (1.13) 
引 理 1.9 设 M (Co) 是 一 个 六 函数 ， 则 下 列 结论 成 立 ， 
G) XM (oO 满足 A :条件 ， 则 存在 常数 ac>> 1，R> 0 及 
bo 全 0， 使 当 x 关 zxo 时 ,有 
M Qi) xi (1.14) 
Gi) EMW WEA 3 件 ， 则 M (wo) 满 足 人 :条 件 ; 
Ciii》 若 可 (ww) 满足 人 ?条 件 ， 则 以 (w) 满 足 信 条件， 
Gv) EM GO WEE A R, M (2 的 余 凡 函数 Wo) 满 
RATES 
(v) 车 MCw) 满 足 人 ?条 件 ， 则 Mw) 的 RNE BREA 
条 件 ; 
利用 函数， 可 以 引进 Qrlicz 空 间 的 概念 。 设 CG 是 RY 中 的 
可 测 集 ，0 mesG«-doo*, MGQDTIN (vw) 表示 一 对 互 余 的 NN 
WE, e, oom ERG ES Lebesguen ink. S 
ps M= | MOda, 《1.15) 
Lu= ((x)loCos M) & oo); (1.16) 
L= (@Ə(x)|#3ER> 0,8 0o(kp, M) o9), (1,17) 
Ey (otx)bxp-—uh 0,84 0o; M) o5), 
(1,18) 


* FHER, dx:M.A,Kpacnoced1bckuil i 31,5, PyrumgHit (15 中 ， 
假定 了 G 是 RS 中 的 有 界 闭 集 ， 当 GG 无 界 时 ， 特 别 是 当 mesG = 二 co 时 ，. 上 述 文献 中 
的 革 些 定理 和 定义 ， 应 作 适 当 修 改 。 
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其 中 Lx 称 为 是 相应 于 村 的 Orlicz 类 。 显 然 
EC L C Ly (1,19) 

HFM ENKA. WL ih, BL F — EER 
性 空间 。 事 实 上 ， 可 以 证 明 

定理 1.10 志 x 是 线性 空间 的 充分 必要 条 件 是 M(o) 满 尼 
和 人: 条件 *。 

对 于 ZLx 中 的 元 素 2(x)，Jensen 不 等 式 成 立 ， 即 若 
g@(x)C€L,, mesG«-oo, WE 


M(t f poda) <ia | Metodo. (1.20) 

对 于 Orlicz 类 ， 还 有 如 下 重要 性 质 . 

定理 1.11 #mesG<-+ co, WU 

N Lu™ Ler UL =L, (1,21) 

其 中 的 交 和 并 是 对 一 切入 函数 进行 的 。 

设 N(v) 是 M (4w) 的 余 入 函数 ，Ln 表 示 由 NN Co) 生成 的 
Orlicz 类 ,可 以 证 明 ，gEL% 的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 y(x) 
€L, WA 


| eGoscoda < co, (1.22) 
并 且 此 时 有 


lol = sup J g@(x)0(x)dx|] <+ co, (1.23) 
"TRTET c 


定理 1.12 LEAREN, JPH LIES (1.23) Ñ E 


* 当 mesG = cog], M (uW EA ZEM: FEX E h> 0 ， 使 对 一 切 
uz0, WE 
M (20) &RM (lu). 
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义 的 范 数 1 .lx 下 构成 一 完备 的 线性 赋 范 空间 ， 即 Z# 是 一 个 
Banacb 空 间 。 
关于 L% 中 的 范 数 ， 有 
3181.13 Zilelyx 1, WJe€L,3EHo(Gn M) < ol v. 
由 这 一 引 理 ， 立 即 可 以 得 到 下 列 重 要 的 不 等 式 ， 


| u[ TE Mas 1. (1.24) 


3321.14 RM GORIN (YR AN IS POVELY, 
VGOELT, WI 


|f oyda «tot tits. (1,25) 


关于 7 上 的 范 数 计算 ， 可 以 利用 下 列 结论 ， 
定理 1.15 XjeGOCcLS, W 


Ip|u=int-L( 1 + | MchoGoda). (1.28) 
对 于 PEL 
lel aom inf [al 0 [u (8&2. )< 1 a.m 


BR Y Lipi — RNC Rh 2k ak EL pf] Luxemburg 
范 数 ， 显 然 


p(x) 
f M(E azs 1. 1.28) 
引 理 1.16 (D elus 1 的 充分 必要 条 件 是 olo MO 


lel aos 
Gi) XHEZIOCLET, lelaos lel w219lo BE, 
! ° | PR | ° hw 是 等 价 的 ， 
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(iii》 对 任 给 pEL*，yEL*, 


|| ecovcods < lol «ol oo. (1.29) 
ER, BELIH, o.GO KG OA SUTO. G0, Woa) 必 
AK Bel CP, CO), 


XTE,. 有 下 列 重要 性 质 。 
定理 1.17 EEL RREA]. la TARLA ARETE 
间 ， 从 而 五 是 Banach 空 间 , 
定理 1.18〈i) ARM GOMA, W 
E,=Lu= Lt, (1.30) 
Gi) 如 果 M (不 满足 人 ;条件 ， 则 
(e(x)€L*|d(p, Eu) «AY C Lu 
c teco€eLIdip, Ey) x1), (1,31, 
并 且 上 述 两 式 中 的 包含 关系 均 为 真 包含 ， 其 Hd(o, Eo 到 
Ew 的 距离 . 
WeOO€CLI. WR 
lim Jpc); D) =0, (1.32) 


则 称 p(x) 具 有 绝对 连续 的 范 数 ， 其 中 DCG，xrx(x; 吕 ) 是 D 上 的 
特征 函数 ， 即 车 xEDD, 则 x(x; 吃 )= 1 ,Ex€D, Mel D) 0, 

定理 1.19 9(x)EEw 的 充分 必要 条 件 是 p(x) ELI HHA 
有 绝对 连续 的 范 数 ， 

设 B 是 % 的 一 个 子 集 。 如果 对 任 给 e> 0, WEE 6> 0， 
使 得 只 要 p(x)EB，DCG，mesD<6, 就 有 

lox) Ga D) <e, ' (1.33) 

则 称 B 在 [中 具有 等 度 的 绝对 连续 范 数 ， 

HM: (4) 和 MM,(w) 是 两 个 入 函数 。 可 以 证 明 ， 如 果 mesG 
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<+, WILT,C Lite D 33 kak M, G h TM GOD, 

定理 1.20 iEmesG «Foo, M, DMM) EWAN bü 
3. WILY RS -— 448 FOR AZE PRAS RERA XE Pk 范 
数 的 充分 必要 条 件 ， 是 M CG h M (u), 

因此 ， 利 用 定理 1.19 可 知 ， 若 mesCG< 十 co，M:(o) 真 快 
TM (uy WH 

Lf C Ew, (1.34) 

设 G 是 R* 中 的 可 测 集 ，0 <mesG<+ oo, 考察 线性 积分 

算 子 . 


Kop(oO= | &coovoood». (1,35) 


定理 1.21 设 &(x,y)EL$(GxG)。 又 设 下 列 三 个 条 件 之 
一 成 立 ， 

(1) Gk FM (N (C) 1 

(2) GE TN, (M ,(u)); 

(3) GOB R A” ZAF, (OB PM u), OG) RF 
N, u), 
HPA), M.G), M DREN RA, N, (是 M， (uy HRN 
BE. WUALTERUOLNECTEK REALE ALLE :的 有 界线 性 算 子 , 并 且 
存在 与 A(x,y) 无 关 的 常数 |>> 0 ， 使 得 

IKE ctio ola (1,36) 

Arp LK IL EREKARRLI AL LBS RE 算 子 时 的 算 子 范 数 ， 
上 (x;y 多 表示 k(x,y) 在 L(G x G) 中 的 范 数 。 

3381.22 设 k(x,y)EEo(GxG)，。 又 设 定理 1,21 中 的 = 
个 条 件 ( 条 件 CO 、 (ii) 、 Gi) ) 之 一 成 立 , MK JE ph 
Lh ALT S XESEERTEW T. 
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附注 ”在 讨论 非 线 性 积分 方程 
eG) A | Gc XM CRE 


By E R r, du f Ox D NOE EE REGECE EE UAI I, MAERA 
p>1, E 

lim CIO <— us 

wo ul? , 
则 可 以 应 用 上 ,空间 理论 ， 但 是 ， 如 果 f(x,4) 的 增长 速度 超过 任 
f — 3 BEC OR foci) =e), MLRS- RETEA 的 
了 ， 在 这 种 情况 下 ，Orlicz 空 间 理 论 ( 它 是 L, 空 间 理 论 的 一 种 
推广 )》 是 需要 的 。 在 历史 上 ，Orlicz 空 间 理 论 正 是 从 研究 超 %£ 
型 非 线性 积分 方程 和 非 线性 微分 方程 的 需要 而 发 展 起 来 的 。 目 
前 ，Orlicz 空 间 理 论 已 经 发 展 得 比较 成 熟 了 ， 它 在 一 系列 的 数 
学 分 支 中 ， 都 获得 了 成 功 的 应 用 。 

为 建立 Orlicz 空 间 所 必须 的 凸 函 数 概 念 是 ]。.L, W LV .jen- 

en 在 [1 ] 中 建立 的 ， Orlicz 空 间 了 若是 波兰 数学 家 M。Orlicz 首 
fuu pU, EEN EM, A, Kpacsoceansckum | 3t 2b m VÀ 
讨论 的 ， 系 统 地 论述 Orlicz 空 间 理 论 及 其 应 用 的 专著 有 M.A. 
Kpacuoceascgnñ 5 A,B, Pyrunkuat 12, DBEEXAN.E 
ERUN 


§2 Heuwuuxun 算 子 


Hexmrxkay 算 子 在 非 线 性 积分 方程 理论 中 起 着 重要 的 作 
用 。 本 节 将 讨论 Hexaunxui 算 于 的 某 些 重 要 性 质 。 
设 G 是 R* 中 的 可 测 集 ，0 <mesÇ<+co, JU EN» 
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f(x,4);G x R! > R138 
C1) 对 几乎 所 有 的 xEG，f(x,4) 是 4 的 连续 函数 ， 
( 2 ) 对 每 一 个 8，f(x,w) 是 x 的 可 测 函 数 ， 则 称 f(x,w) 满 
是 Caratheodory 条 件 ， 如 果 f(x,) 满 足 Caratheodory 条 件 ， 
WAT 
fo(x)= f(x, p(x)) (2.1) 
称 为 是 HexmnruvV 算 子 ， 
512.1  HmesG«-Foo, Wjf(x,u Mg Caratheodory 
条 件 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 s> 0 ， 存 在 有 界 闭 集 F CG, 
mesF>mesG—e, #Ef(x,u)fEF x RR! 上 连续 ， 
这 个 引 理 的 证 明 见 郭 大 钧 ( 12. 
在 本 书 中 ， 如 果 不 特别 指 明 ， 则 总 假定 函数 /(x,4) 满 足 
Caratheodory 2& ff, 
Hennur F ATIE: 
5182.2 ”车 2(x) 在 C 上 可 测 ， 则 fp(x) 也 是 G 上 的 可 测 i8 
数 。 
3182.3 imesG<+o, WRP) a= 1,2, EG 
上 依 测度 收敛 于 2(x)， 则 fo,(x) 在 G 上 也 依 测度 收敛 于 fp(x) 。 
上 述 两 个 引 理 的 证 明 见 郭 大 钓 { 1 J. 
下 面 将 主要 讨论 在 Orlicz 空 间 中 ，Hexwmuxku 立 算 子 的 性 
质 。 设 MM(4) 是 一 个 和 N 函 数 ，a>> 0 ， 是 一 个 实数 ， 定 义 


L= deco | f caeca +o}, (2.2) 


显然 ， 
E= N Lu L= U Ly, (2.3) 


e> 0 


BRM: D, M (oO 是 两 个 给 定 的 六 函数 ，c,、6 是 两 个 给 定 
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WES, Ts scHewunkuifETflhL AL 的 条 件 。 
对 正 数 c，68，? 和 确定 的 xEC， 令 
FOsa,8,y)= sup, NCZLUE (2,4) 


其 中 

Ea, p, y) ={uER |M ,(8f(x,u))2>>M (au) U (01. 
显然 ，E.(a,8,y) 是 R' 中 的 可 测 集 . | 

3|382.4 设 F(x;a,B,?) 由 (2.4) 式 定义 。 则 

G) 对 任 给 xEG，wu€ER'!'!， 有 

M ,(08f(x,u))<yM (au) +M ,(8F(x;a,0,y)); (2.5) 

Gi) 对 任意 固定 的 c>0，p>0，?y> 0, F(x;a,g,y) 
是 x 的 可 测 函 数 ; 

Gii) 对 任意 固定 的 xEG,w> 0, 0> 0, 34p> 0 8, 
ECxicy0,7) 是 ?的 减 函数 。 

证 (DOHMEXXCG,uER! 38M (Bf Cc) «yM Cau), 
则 (2.5) 式 显然 成 立 。 若 M (8f(x,u))>yM (au), M) 有 uE 
E a,b, y) 8802.4) X, F(x;a,B,y)2]f(x,u)|, 注意 到 
34uz 0 时 MM; (ww) 是 增 函 数 ， 所 以 

M GF Gsa,B,y) 2M (Gl fCx i DM (fcu). 
故 (2.5) 式 也 成 立 。 

Gi) 4 


F*(x)— sup | Fx ,r)| (x€G), 


r€E, GB y) Ro 


Jer R R: R'rh— JS EURIBOR SS. SREDUIERHICCR!, 
(x€G|F*(x)»c) -U( {xEG |reE,Ca,B,y)) 


N {xEG fcx»), 
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WKixeGIF*oo cy Amp, Nm FO) 是 可 测 函 数 。 又 因 
为 对 几乎 所 有 的 XEG，f(x ,wu) 关 于 wu 连续 ， 所 以 对 几乎 所 有 的 
x€G, F(xi;a,B,y) 2 F*GO FjkF(x;a,B,y)3xBJ nf NJ jg 
5. 

Gii) HEFa, By) EE X, Bl&nF (xia, 人?7) 是 ?的 9 
函数 ,证 完 。 

定理 2.5 AL, ALL ,的 充分 必要 条 件 是 存在 ?> 0， 使 
F(xia,B, y) €L5,. 


证 充分 性 , Ehe GO EL, M| M Capto deco. 
又 因为 F(x;a,pB,7)EL%,， 所 以 | M: (BF Cs a,,y)dx« 


c-oo,H153]282.4 G) ， | Mida oe da< eo B 


fp(x)EZLY ,。 充 分 性 证 完 。 | 
必要 性 ， 用 反 证 法 ， 设 对 任 给 ?> 0 ， 都 有 F(x;a,B,y) 
€L, 则 对 每 一 个 R= 1,2,3, 都 有 


| MBF xia, p, h dx= +o, (2.6) 


A 
G,— (x€G|M ,CBF(x5a,B,k)) — +œ} (R=1,2,-), 
则 由 F(x;a,B,?) 的 定义 知 ，Gi 汪 Gir1(k 二 1,2,…) ,下 面 分 三 
种 情况 : 
(1) 存在 自然 数 &,， 使 当 h 宇 kh。 时 mesG,= 0, 这 时 
84 


M,{BF x;a,P,ko) 几乎 处 外 有限。 于 是 由 (2,6) 式 知 存在 
GCG， f& 0«mesG,«-roo, Jt H 


1 <| ,MCBF asa Bsk) dee, 
ci 
由 引 理 2.4 Gi 9, | | M.F Ges E Rs + D) de eo, 
1 
故 由 (2,6) 式 有 
| MBF Gas B, ee D)dx= +00, 
9v 6, 


用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 存 在 C:CCGNC: , f£ 0 « mesG, 
«too, FH 


1<| MFG Bh Dd +00, 
3 


如 此 类 推 ， 可 知 存 在 CG 的 可 列 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 
G;iG(í=1,2,=:), 0 <mesG;< + co, 3ËERHR. 


于 <| | M. FGsa f ri Dx +e, 


(2) 对 一 切 Gi 都 有 mesGi> 0, 并 且 mes( 仙 Gi)> 0. 


这 时 ， 对 用 G, 的 任意 互 不 相交 的 、 满 足 0 <mesG;< 十 co 的 子 
RIGIi71,2,^), BA | 
| MiBF Gas B dx +00 . (6 —1,2,*), 
(3) 对 一 切 G, 都 有 mesGt> 0 JE BmesC 1G — 0 ,这 
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时 对 每 一 个 自然 数 m(m==1,2， €, 都 有 


mesG,— $  mes(G NGA, )> 0. 


irm 


BrDLR4ER,— RB. < <... f 
mes(G,, XG, .,, )> 0 G=1,2,"), 


RG; G, NG, ,使 0<mesGi< 二 ce。 则 显然 诸 G5 两 两 互 不 


相交 ， 并 且 


| ,MatBF xsa, Bh dx oo 1,2, 


总 之 ， 在 以 上 三 种 情况 下 ， 都 存在 G 的 两 两 互 不 相交 的 F 
集 列 {Gili 二 1,2,…) 及 自然 数 h <A:<<…<< 语 <…， 使 得 
0 <mesG3< + co, JEH 


| MitBF (x0,B, hdx>+ (i=1,2,), 


(2.7) 
对 p=1,2,…， 令 
Faxa, b, p) = sup ,/Ccl (xcG), 


s€ E. QE, Y)hN a u 


则 仿 引 理 2.4 Cii) ZEA, WAF, a, B,?) 是 GE 的 可 测 
函数 。 显 然 ,(x;a,,y) 几 乎 处 处 有 限 ， 并 且 在 G 上 几乎 处 处 
单调 递增 收敛 于 下 (x;a,B,y)( 当 p 六 十 时 )。 所 以 M,C8F， 
(x3asB,)) 几 乎 处 处 有 限 ， 并 且 在 G 上 几乎 处 处 单调 递增 收 
SUP M LCBF Gra, B, k) Cpto), 根据 Levy 定 理 ， 
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a... 


lim | , M ,(PF,(xw;a,B,k)J)dx 
Gi 


=| M GF a B eds, 
因此 ， 根 据 (2.7) 式 可 知 存在 自然 数 序列 p> 十 co， 使 得 
| M(E, Go Bik da> G=1.2,-5. (2,8 
根据 实 变 函 数论 中 的 一 个 已 知 结论 〈 著 (为 是 有 限 测度 集 
4 上 的 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 函 数 ， 并 且 存 在 正 数 o， 使 
| xCDat>a， 则 存在 可 测 集 BC 4， 使 | codi o xt 


的 证 明 见 吴 从 煌 、 王 廷 输 5KC13])， 由 (2。8) 式 可 知 必 存在 C; 的 正 
WETERE, (51 
|, M.F, (aB, EDT Gennes. (2.9) 
Hidi, RETCE, fEmes(EAF*)= 0 3E Hf Gru) 
对 每 一 个 XEE? 关 于 wu 连续 。 定 义 
f min(u*CJ,Go | f(x ,u*) =sup 
| x€J i (x) 
| fx) |> x€E*W, 
gG;ga,B, hi, p — i (2.10) 
| 0, xcENETMN, 
其 中 J (x) = {u€E (a,p,R;) [alu] ES o FEEC a, B, hy bi) . 


是 EY 上 ， 从 而 是 ;上 的 可 测 函 数 ， 取 {ri ,fr，，…，ra,…}) 是 
(~a~ psa “pb) 中 一 切 非 零 有 理 数 组 成 的 集合 ， 令 下, (x) = 
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F, Gia,B,R). 对 任 给 的 自然 数 m 和 rn， 定义 
Tua» 车 J OD (0) r0. €J (GO, fnr) 


>F, Gy — 1, 
d nn(%) = 


| 
| 
| 
| a pi, 车 J (Ox) 9 (00,7, €J (x), fr.) 
| <F, (x) — 1, 
| e 


L GO (0),r,€7,G), 
由 于 对 固定 的 rs 和 nn, (X€GIM ,(8f(x ,r,))> Rh M (ar,)y 


fixe f Gur) F,, ,eo- 1] MEHM, MC Aid, CO 
是 可 测 函 数 ， 令 d(x) 一 inf infdma(x)， 则 显然 d(x) 也 是 可 
测 函 数 。 下 证 对 任 给 XEE#，g(x;a,B,ki, pi) = 二 d(x)。 由 d(x) 
的 定义 显然 : 
e(Giaa,B,h;, p) Sda), 
任 给 se> 0, BxcEfBDE. # J (x) = (0) ， 则 显然 
olxa, Bk p) =d(x), IOSLO), WHEEL, 
Hoi; a,B,h;, pO BUE SLT, DF Ëra EJ (x) n (r,lj=1,2, 


m, 使 得 rn Oa, B, kis Di) «e, JFRfG r4 


F, (2 一 二 ， Hid, (OREX, 知 
mom(%) — — p(X; a,p, kis b) «e, 
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因此 ，d(x) 一 p(x;Q,B,k;, p) <e, 4e 0， 即 得 
d(x)«gGia,B,k;, pi). 
Bib. o(x;a,B, kh; Pi) 二 d(x)。 这 表明 p(x;ya,B,k;. p) BE, 
上 的 可 测 函 数 ， 
Hola, p, kii pO REL, Hii A 
alp(xs0,p,Ri, p) | b, 
kiM [ap(x:o,B,hki, p) M ,(0f(x;p(s;a,B,b,, pid), 
(2.11) 


If (x, xsa,B,k;, p) | =F, Gra, B,R)., (2.12) 


定义 G 上 的 函数 p(x) 如 下 ， 


( esa, B, ki, bi), x€E;,i—1,2, C, 
(2.13) 


ven o 
0, xEG\UE;, 

则 w(x) 是 CG 上 的 可 测 函 数 ， 并 且 由 (2.11)、(2.12)、(2.9) 诸 
式 可 知 


ju. (apx) dx=} f, M .CagGxs a, B,k;, p))dx 


=] 


«f. M.CGfGx,o(x1a,B,h;, pdx 
im] "i i 


= EJ, MF, cns B Ros 


i= 1 


<i <+, (2.14) 


id 


BHoGOCL, 。 但 另 一 方面 ， 由 (2.12)、(2.9) 式 知 


J MCBf Gi oGo»ds 
> > f. MBF xpa, psk., p)))dx 


=> |, MBF, Gia B. 00d 


E, 


= =+, (2.15) 
=1 


这 表明 fp(x)EL%, ,此 与 { 映 L%, ALS TRIB. EZ. 
定理 2.6 FRL 入 L$, 的 充分 必要 条 件 是 存在 >>0 和 


a(x)cL,, fi 
M (Bf Gu) yM (au) +a(x), (2,16) 
šE JEARPEJE ARAS. FEDE., BRL, ALS, Mi 


BEGESO.S, diy» 0， 使 F(x;a,B,p)EL4,, X H 3L 


2.4 G) 可 知 ， (2.16) 式 成 立 ， 其 中 axz)=M (Fa, B, 
y))EL,. 证 完 。 
令 T,= {p(x)ELY, lolo sri. 


X82. BRT,ALL ,的 充分 必要 条 件 是 f 映 Ly' ALE. 


证 必要 性 。 令 c==r-!， 根 据 定理 2,5， 只 需 证 明 存 在 
?> 0， 使 F(x;a,B,?)EL8, 妓 可。 证 明 完全 仿 定 理 2,5 证 明 中 
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的 必要 性 部 分 ， 只 需 将 (2.13) 式 改 为 


oca, B, hi, pi), x€ ÉE, icm, 
g(x)= (2.17) 
0 ， 在 其 余 点 处 ， 


其 中 m 满 lue 1 。 仿 (2.14) 式 可 以 证 明 
| x, (oa da= | Mlapa da< Y 1, 
(2.18) 
根据 (1.27) 式 ，p(x)E7,。 又 由 引 理 1.16 结 论 Go 3 
T,= igGo€L?, Tr eGOlo, x 1) 


-ecoens, M | Mictoc»dssi]c Ly’, 
(2.19) 


所 以 pEZ 7 。 再 仿 (2.15) 式 之 证 明 ， 可 知 feGOcLi. Pe 


矛盾 。 必 要 性 证 完 。 
充分 性 可 以 由 (2,19) 式 立即 得 知 。 证 完 。 
定理 2.8 FET ALI ,的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 6> 0， 使 


RRLIC ALL. 


证 必要 性 。 由 定理 2,5， 只 需 证 明 存 在 ?>> 0，pB> 0 ,使 
FGir,B,y)e Li ,车 不 然 ， 则 对 每 一 个 k=1,2,…, 莉 有 


[ic Fosse Jin oda +e, 
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仿 (2.9) 式 的 证 明 可 知 + EG W ER E EI ETT 
0 <mesEFE,< + oo, DUE B ER. Lepi bpm, 使 


| M.F, Crt kr, ko Jdx= 1 Goi,2,5, 


B;i(2.10 GH pa=r B ki; EX nr Rz hu b), 
并 定义 g(x) 如下， 
gr^! ,RD! skis Pi) x€ É, izmlj, 
p(X)= 


0 ， 在 其 余 点 处 。 
其 中 满足 b» 上 <<1。 仿 (2,18) 式 的 证 明 ， 可 知 p(x)E7T,, 但 
另 一 方面 ， 对 任 给 p O, [Sp S UT ; Œi >m, JFH 
O 07, WHQ.IIS AU EN, upAn 


| M.tof Gs o G0)dx 


>X f, M Cof Gc, gGcr7! ,hr! ski, pi)) ds 
iig 

>25 Í, Matky fGs,p( nr ! Ri ski, pi)) Jd% 
1=t0 Ej 


= +, 


即 feGoCLE, 。 产 生 矛 盾 ， 必 要 性 证 完 。 


充分 性 。 设 存在 68> 0 ,使 RL ALE, WHO. X 
WERT, ALE C Lt... WES, 
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HH 


定理 2.9 CG) fh LY 入 也 二 的 充分 必要 条 件 是 对 任 给 
a> 0 ,存在 > 0, y> 0 以 及 a(x)EL,， 使 

M ,(8f(x,u))<yM (au) +a), (2.20) 

Gi) fWL* 入 已 ,的 充分 必要 条 件 是 对 任 给 ac> 0, B» 


0 ， 都 存在 ?> 0 ，c(x)EZ， ,使 (2.20) 式 成 立 。 

证 GD fW LE ALS ,等 价 于 对 任 给 rz> 0，f 都 映 7, 入 
Lt. 根据 定理 2.8， 这 又 等 价 于 对 任 给 w> 0(a—770, fei 
B> O0, ERL, ALL. 因此 ， 根 据 定理 2,6 即 知 结论 
(i) 成 立 。 | | uM a 

Gi) B BRL, AE, 5443 Ha> 0, B» 0 ,f 都 
BRL 入世 ;。 故 由 定理 2.6 即 知 结论 ii) 成立。 证 完 。 


下 面 讨论 Hexmuxat 算 子 的 有 界 性 。 
定理 2.10 车 算 子 f 映 大， ALL, MEERLE, 入 局 :的 有 


界 算 子 。 | 
证 任意 取 定 r> 0 。 TFT, AL. ， 故 由 定理 2.8, 存 在 
PB> 0， 使 f 映 Ly "入 L4,,. 故 由 定理 2,6, 存 在 y>>0,a(x)EL,， 


使 对 一 切 xEG，uER!, 有 
M.,(0f(x,u))<yM ,Cr7! u) - a(x), 


任 取 p(x)ET,， 则 | Mint eGoodxs 1 ik 
[MB eco»dss | M, (r-1gp(x))dx 


+Í a(x)dx< »*[ a(x)dx, 
G G 
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m= max Ë+ | aco 1 I" y 
j. ME foo) ix] M (pfx plx) dxs 1 
FE folu, <”. BERT AVE RAE. HES, 


B' 

注 2.11 事实 上 ， 在 定理 2.10 的 证 明 中 ， 已 经 证 明 ，。 若 f 
RT ALY o WET: LAR. 

推论 2.12 IRLI AE, MERLI AE, WARR 
T. 

下 面 讨论 Hexamkmzz 算 子 的 连续 性 。 

5122.18. Bpo COELI. fte GO ELT PRABIR 


NLE FEP GOREA EA DEA EE, IHE Hu 0, 
都 存在 1> 0, EARR ALS, RHR 由 下 式 定义 ， 
f.p Go e fs (204 9(0) — feo OD, (2,21) 
证 “显然 只 需 证 明 ， 如 果 f(x,0)= 0 在 G 上 几乎 处 处 成 
立 ， 则 f 在 bez 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 对 任 给 kb> 0 ， 都 存 


在 ;> 0, ERLA AL 


JEA E ER> 0, FEA>0, ERLI 入 L%,。 根 据 定理 
2.7, fBROW]IAEXRT -1 A Lu C Ly, We GO€T i1, lol o, ;>0。 
Tü uE HIM, (uf (plx) (n=1, 2, ++) 在 G 上 具有 
等 度 绝对 连续 的 积分 ， 即 对 任 给 7> 0 ， 都 存在 6> 0 ， 使 得 只 
要 CG，mesE <6， 就 有 
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| Mituf Go 09d 
对 一 切 # 同 时 成 立 ， 
因为 { 映 L, 入 L%,， 故 根据 定理 2,6， 存 在 p> 0 ， a(x)E€ 


L,, fü 
M ,uf Gi) y» M ,CuD talx). (2.22) 
HEND 0. ErT lod 0, WoDTEIEIEXCNRN., [EM 


n>N, if 
[ar e cot Mos COM <2. (2,23) 
G 2y 
B-A, BDOSMIOD,GODEL, ,a(x)EL, ib 07 0, 
使 得 上 只要 EcCG，mesE< 二 6， 就 有 I I 


[ar aie con dx, (n-1,2,**,N,) (2.24) 


j a()dx< 1. (2.25) 
E 2 
由 (2.22)~(2.25) 诸 式 知 


[ M Cuf eso oou M, CGAo, Gd x 4- f acodx 


on. 
Tat 2 7. (2.26) 


BBM Cuf Cx, plx) (2 一 1 2 …) 在 G 上 有 等 度 绝对 连续 的 积 
分 。 
下 面 再 证 明 
$5 


limf Mufa) Jda = 0, (2,27) 
ER> 0, BUT lolop- 0 ， 故 存在 正 整 数 W ,, (Mn N, 
I | 

| M e oo dx< É. 


AFM, HFM Chip(x)JEE,，atx)EL，, 故 可 以 取 Rv 
中 的 一 个 球 B。， 使 得 


| M,üp.G))dx« S. (n=1,2 e, Na), 
Yo 4y 


e 
f, code 
其 中 ro= (RN\B)nG。 于 是 仿 (2.26) 式 可 以 证 明 
| M Cif c9. G0))d 7, (1—1,2,")2) (2.280 
> | 
U, =B NG. MmesU,< +o, FEH Ipla > 0 可 


Alo, (—1,2,--) 依 测度 收敛 于 9。 从 而 由 引 理 2.3 知 
fp,(x) 在 UL 上 也 依 测度 收敛 于 9。 因 此 ，M :Cajf(xym(x))] 也 
在 U。 上 依 测度 收敛 于 0。 注意 到 M,Cpf Go, p. CO) RC ERE 
对 连续 的 积分 。 故 应 用 关于 积分 号 下 取 极限 的 Vitali 定理 ， 可 
知 


tim f M Gf Gs G0))dx 0. 
se JUS 
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因此 ， 存 在 NN>> 0, W> NW, E8 
|, Muf Gs Cod. 
HEXRRIC 28) SR, HüApiin NI 
[ Muf rsp)) dr <e, 
由 于 e 的 任意 性 ， 故 知 (2.27) 式 成 立 。 
由 于 /> 0 是 任 取 的 , 故 对 任 给 s/> 0 ,可 取 w> 步 ， 则 由 


(2.27) 式 知 ， 当 "充分 大 时 ， | M f se Cds 1. 


MEEA 27) 8E fs GO 1, EF QOL ar 


<, Afp (0-0. ZOET. 
必要 性 。 任 取 k4 0 ， 由 f 在 4 处 的 连续 知 ， 存 在 r*> 0, fü 


34 [ol c p sri, Ifl uy u^, 即 
| Mcafee pia dss 1. 
因此 f 映 7, 入 L%,。 再 由 定理 2.7 知 f 映 Lx AA. WESE. 
引 理 2.14 fW AL, 3EH EL, 上 处 处 连续 的 充分 


必要 条 件 是 ， 对 任 给 4> 0 ， 都 存在 1> 0 ， 使 得 由 f(x,4,v) 
=f(x,u+u)—f(x,u)Br E 2 WJ Heuuruzuñ AF 


Fip, p =f xp), y) 
97 


RLON Lu o JEP 
Lg? = {(2(X) VCx))12(X)ELY ， SOLA Y. 


证 充分 性 。 任 给 go(x)EL%,、 显 然 {(goCx) , VG = 
fy(x)， 其 中 ff 由 (2,21) 式 定义 。 由 假设 可 知 ， 对 任 给 40， 
存在 1> 0， 使 当 y(Xx)ELh 时 f(golx)，Y(x)EL%,， 即 f, Bh 


区 ,入 L%,。 攻 由 引 理 2,13 知 ，f 在 polx) 处 连续 ， 因 此 可 知 f 在 
I%, 上 处 处 连续 ， 充 分 性 证 完 . 
必要 性 。 用 反 证 法 。 若 不 然 ， 则 存在 keo> 0 ， 使 对 任何 
4> 0，f 都 不 能 把 L8" 映 入 Lio。 仿 定 理 2.5 充 分 性 之 证 明 ， 
可 知 对 任何 ?> 0 ， 都 有 
F(xy(2,4) uo y) Lio, 
其 中 ， 


F(x;(a,4),B, 0 = sup dM Goa, v], 


Gov)EE, ((8,A), 8, y) 


Ea, à), B, p = (9,0) | M .CBf Gc u,0)) 
DyEÉM , Coi + M, (1222 U (60,00) , 
于 是 ， 对 每 一 个 二 1,2,*…， 都 有 


| MuE ixilak) as hb) Idx= +o, 


对 每 一 个 p= 二 1,2,…， 令 
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F x;la, åA), B, p) = sup [fCxsu,0)| 


(uw)EE (n3) Pirna Tal Shhlvl<p 


则 伪 定 理 2,5 之 证 明 ， 可 知 f,(x;(a,4),B,7) 在 G 上 可 测 ， 并 
且 存 在 G 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 E;,，0 <mesE,<+ co, D K 
E AER. b rn, b < b,<°*°, 使 


|J, M.G, GS k) no BO3dxm LG 1,2, 
对 每 个 i 二],2,…， JRE*xc E, 使 nes(EN\E*)= 0 s 并 


H.f Gc, u,0)XHg— XC ETC Tu vEt, SEX 
(9x; Ca ,h;) , uo skis Pi) n Ca, Ri), Lo skis Pi) ) 


| min((u*,v*) €J,(x)| Hf Cx u* ,0*)| 一 max 
[73 21-3 


-| |f Gc,u,0)l, x€E*W, 
L 0, xcENE*IB, 

其 中 J (x)= {Cu u) | Cu, ) € ECC, k;), Lo ,kh),a|u| «pi, k; 
AESA; jmint(u,22€M) = (U4, Ux), M 是 尺 : 中 的 一 个 子 集 ， 
us mintul(u,70)€M), v,—min(v|(u.,v)€ M), 0232.5 
的 证 明 ， 可 以 证 得 p(x;(a,k;, no Ri, bI OX Ca ki), Koskis 
bOMjup WE. EL 
| eG Go ki) sho skis Pi), x€EE;,i~=1,2,., 
p(X)= 1 " 
1 0， x€GNU Es 
r Vs Ca, RO uo, Ri, bi), x€E,,izn, 
p(X)= 1 


i (x) 


0, x€GNU E, 
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(9 一 1,2,…)。 则 仿 (2.14) 式 的 证 明 可 以 证 得 


| M ,(ap(x))d xx L <+, 
G i=1 


[M nde Yu (msn. 


imn 


于 是 p(x)EZL5 , V. G0€Lx,, 3EBlim 上 ys) 二 0。 但 是 另 一 
方面 ， 仿 (2.15) 式 的 证 明 可 知 对 每 一 个 ?一 1,2,…， 


[ M.G fool) Vo) - fen 2dx 
= | M sf Ge G0 V. O0)dx 


>> J M (uo F,, (x5 Ca, ki), Ho, Ri) dx 


i=n 


这 表明 f 在 p(x)EL% ,处 不 连续 ， 这 矛盾 于 假设 。 证 完 ， 
定理 2.15 fL, ALS, HEEL, 上 处 处 连续 的 充分 


DERE, HERL 0 ， 存 在 ?> 0 ，p> OPfüaGOE€L,, 
使 对 一 切 xEG，wu，vER! 有 
M ,(Gu(f(x,u+u)— f(x,u)))S<yM , Cau) + M , (pu) 
+a(x), (2.29) 
证 ”充分 性 由 引 理 2.14 即 得 。 下 证 必要 性 。 
根据 定理 2.14， 并 仿照 定理 2.6 必 要 性 的 证 明 ， 可 知 必 Te 
在 ?> 0, A— 0 fiaGOCL,, fi 
M aC Go ut v) — f x, I 9 M , Cau) - yM , (Àv) t a(x), 
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(2.30) 
HORAE, inc y. @&p=nÀ WJ 


vM, Go) Y M. (GA) «M, (nAv) =M, (po), (2,31) 


由 (2.30)、(2.31) 两 式 ， 即 知 (2,29) 式 成 立 。 证 完 ， 
定理 2.16 FLÄ 入 Z ， 并 在 1, 上 处 处 连续 的 充 分 必 


要 条 件 是 ， 对 任 给 c> 0, u 0 ， 都 存在 ?> 0 0 0 , alx) 
EL,， 使 对 一 切 xXEG，w，vER!，(2,29) 式 成 立 。 

证 “注意 到 (2.3) 式 ， 并 利用 定理 2.15 即 可 推出 。 证 完 。 

定理 2.17 ”如 果 f 映 了 和 AE, WER0RLE AE, 的 连续 
算 子 。 | 

证 任 给 po(x)EL,， 考 察 由 (2,21) 式 定义 的 算 子 f, ,由 f 


WELA, AE u MF BIRLA, AEn ,于 是 对 任 给 4 二 0，4> 0， 
fL, ,入 帮 ,， 从 而 对 任 给 4> 0， 都 存在 4> 0， fif BRL, 
ALa, 根据 引 理 2.13，f 在 po(x) 处 连续 。 证 完 ， 

利用 定理 2.9、 定 理 2,10、 推 论 2.12、 定 理 2.16、 定 理 
2.17， 并 注意 到 = 二 Ex 的 充分 必要 条 件 是 村 (4) 满 足 人 ,条件 ， 
立即 可 以 得 到 下 述 定理 ， 

定理 2.18 设 /(x,4) 满 足 Caratheodory 条 件 ， 则 

(Gi) 下列 3 个 命题 是 等 价 的 ， | 

(a) FLY, 入 Z 5 

(b) FERLI ALI BERAT, 


(c) 对 任 给 wa> 0 ， 都 存在 6> 0, ?> 0 以 及 a(x)EL,， 
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M .(0f(x,u)J<qyM (au) ta(x) (Vx€G,ucR"), 
Gi) FERLI, ALE WIXESUR 034 30k h 是 ， 对 
任 给 zc> 0, u> 0， 都 存在 ?> 0, 020, aGOEL,, 使 对 一 
切 xEG，4 vcR', EH 
M ,(u(f(x,u+u)—f(x,u)))<yM (gu) +M , Cav) 
+a(x), 
Gii) WEM: GOE A: BE, MJ (i) 中 的 命题 (0)、 
()、(c) 都 等 价 于 下 列 命题 
(d) FERLI, A LE 的 连续 算 子 。 . 
32.19 ”检查 与 定理 2.18 有 关 的 全 部 证 明 ， 可 以 知道 ， 如 
果 在 定理 2.18 中 ， 把 L# HEL, 则 定理 2.18 的 全 部 结论 仍然 
成 立 。 
2.20 ”检查 与 定理 2.18 有 关 的 全 部 证 明 ， 可 以 知道 ， 如 
果 在 定理 2.18 中 ， 把 L#, 换 成 ,， 则 定理 2,18 的 全 部 结论 仍然 


成 立 。 特 别 地 ， 由 于 工 ,可 以 看 成 是 满足 ,条件 ， 故 下 列 4 个 
命题 是 等 价 的 : 
(a) fRLS AL. 


(b) FERLI AL BEER, 
(c) FERL? AL HERAF 


(d) 对 任 给 c> 0， 都 存在 ?> 0 及 CCx)EZ 使 
|/(x,u)|<yM (au)+a(x) (vx€G@,uCR:), 
此 外 还 可 以 知道 ， 如 果 定 理 2.18 中 的 了 攻 和 站 ,同时 都 s 
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成 ZL,;,， 则 定理 2.18 的 结论 也 是 成 立 的 。 

定理 2.21 设 1(x,w) 满 足 Caratheodory 条 件 ， 5.21, 
b:2 1 ， 则 下 列 4 个 命题 等 价 : 

(a) fL, AL, 


(b) FERL, 入 ,的 有 界 算 子 ， 
(c) FERL, AL, ,的 连续 算 子 ， E 
(d) 存在 b>> 0, a(x)€L,,, BOSMEISXEG, ucR', # 


"E 
|f x1) | &blu| ** Fa(x), (2,32) 


证 由 定理 2.18、 注 2.19 和 注 2.20 可 知 ， 只 需 证 明 命 题 
(d) 与 命题 | 
(d*) FED, > 0 ,a,(x)EL,， 使 对 任 给 XEG,uE€R!， 有 


|f Gc i | ° <b, [u] " a, Cx) 


等 价 即 可 ， 事 实 上 ， 若 命题 (d) 成 立 ， 则 由 一 个 初等 不 等 式 
(c++p)s 和 2:0or 十 1) GRrihr2> 1, 20, 8200 WA 


à 
|f(x,u)] ':<(b|ul| + la(s)|) 


s 2*371bhi|lu|*: + 2*37! [a(x) |^ 
即 命题 (d*) 成 立 。 若 命题 (da*) 成 立 ， 则 根据 另 一 个 初等 不 等 式 
(a-By «a E (其 中 0 <r 和 1，c> 0;,8>0) 可 以 得 到 


|f Ox,u) | &Cb, ju] "+ Ja, 001292 
E M 1 
sb, :|u| ^2 t Ja, (x) | 大 
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即 命题 (d) 成 立 。 证 完 。 

关于 作用 在 C 空 闻 上 的 HexskaE 算 子 ， 下 列 结论 是 明显 
的 : f 

定理 2.22 ” 设 G 是 R* 中 的 有 界 闭 集 ， fx, G x R'RI 
连续 ， 则 Hexmnuxu& 算 子 f 映 C 入 自身 ， 并 且 是 连续 、 有 界 算 
T. 

附注 X Henna k FWAR, W kE IC Carath- 
eodory( 1 J$&:B, B. Heuunuxna( 2 进行 的 。 由 于 这 种 算 子 在 
非 线性 积分 方程 理论 中 具有 特殊 的 意义 ， 许 多 学 者 都 对 它 进 行 
了 研究 。 在 了 空间 中 ，HexHIHKH 妆 算 子 的 性 质 ， 在 本 世纪 50 年 
代 期 间 ， 就 被 苏联 数学 家 所 摘 清 ， 并 被 总 结 在 M,A， Kpacno- 
ceascxun( 1 ] 和 M,M.Bain6pr[ 1 ] 中 ， 这 就 是 本 节 的 定 理 
2.21. 在 Orlicz 空 间 中 ,HexmaKaE 算 子 性 质 的 研究 ， 在 M.A。 
Kpacnoceasckuüdu ff B. Pyranrant( 1] 中 就 开始 THX 
HEC IP, MLB. Uparan) 中 进一步 系统 地 研究 了 
Orlicz Z lj p Heusuxui X T Np E, Hu Y —&7 E 
条 件 。 郭 大 钓 和 五,B,ILIparz 的 结果 构成 了 本 节 E W 
容 。 

关于 HewHIHKHK 算 子 的 其 它 研究 ， 可 见 王 声望 (2 ] , 张 上 
C1), XE SICIO, M,Marceusfu V,J.MizelC 12022. W 
外 ， 还 可 见 M.A , Kpacnocezsckm, TI, II . a6pefixo, E, 
i ,TycrHABHUK, n, E ARIS 12. k 


83” 非 线 性 积分 算 子 的 全 连续 性 


首先 讨论 Ypacoa 积 分 算 子 。 
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设 G 是 Rs 中 的 有 界 闭 集 ，ACx,y,0:GxGCxRIR E 


Caratheodory 条 件 ， 即 对 几乎 所 有 的 (zx,y)EG=GxG， 
klx, y u) Eui YE S pe s 对 每 一 个 ER 1， k(x, y,u)J& Cx, y) 
的 可 测 函 数 ， 则 称 积分 算 子 


KeGo s | key ody (3.1) 


是 Ypacoa 算 子 。 本 节 总 设 R(x,y,za0) 满 足 Caratheodory 条 件 。 
先 考 察 作 用 在 Drlicz 空 间 上 的 Ypcoa 积 分 算 子 。 
引 理 3.1 设 和 函数 N(v) 具 有 连续 的 严格 增 的 导 函 数 
q(v)。 如 果 存 在 常数 ?8，0 <a< 1， 使 得 


lim4(99 <1, jig 909 <a, (3.2 
e qq) Ot qOD2 


则 必 存 在 常数 bp，0 <p< 1 ， 使 得 对 一 切 w， 都 有 
N(ao9)<abN (v), (3.3) 
证 由 条 件 (3.2) 式 知 ， 存 在 ww >vo>0， 使 


q(au) _ g(av) .. 
,Sp gt ir Sp quu) ol. 


因为 g(v) 严 格 增 ， 故 对 任 给 v€ Coo, v, PORE 注 
secco RE, MEERN, 0 <5 < 1, E 


max 40) =b, 
uo <u< t qG) 


Hb — max (5, ,b, sb) 则 对 一 切 vERL。 
q(av) x;bq(v), 
上 式 两 边 都 在 区 间 [0,wJ] 上 积分 ， 即 可 得 到 (3.3) 式 。 证 完 。 
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引 理 3.2 设 NW(z) 是 入 函数 M GO BJ N KA, N (o) 满足 
引 理 3.1 的 条 件 . 则 对 任何 p(x)EL% 及 G 的 任意 个 互 不 相交 的 


可 测 子 集 G， (1,2, 其 中 m> 泥 为 一 自然 数 ，o、6 如 引 
理 3.1 所 述 ) ， 都 有 

lle es VOEE leGoOkGsGOlu, (3.4 
XE, O4 DEED EBEN, BISXCDRE Gn D) — 1, 


MOx€DBI, «(Gs D)— 0, 
证 WoGORTIG;G—1,2, 120g. FE 0 ,根据 | 上 | 


ER XH 1,2, RR GO ELS, | Noo dx 
«1, 使 


| wopo lax leco«Ga Gol 


1,2,» (3,5) 
定义 
p(X)， 若 XEG; (i 二 1,2,. ,1)， 
TE _—. 
0 , #<€ UG. 
则 由 (3.5) 式 知 


J Üs; leGeol 1960 dx $ 1 le GoOk Ga G ly — z. 
i-1 


(3.6) 


106 


| Nocoydx= > f. N (j,G)dx«n, 
故 根 据 引 理 3.1， 有 


fioe Jaxs 人 Neeycoadx 


<1 | Nydas 1. 
MU, BANDRA lasd. TE, H (1.29) 5X8 


| Ue 19001900 dll xs Ü G2 e tllo 


i1 


«bulle *# (x; UG ls. (3.7) 
由 (3.6)、(3 .7) 式 知 
leco«on UG m A Y eco wc Gola ]. 


令 e-> 0 即 知 (3,.4) 式 成 立 。 证 完 。 
定理 3.3 WN, (JEN KAM , (4) 的 余人 入 函数 ， N, (u) 
满足 引 理 3,1 的 条 件 ， 又 设 存 在 ~> 0 , TEK RT (0,r4 Eu.) 入 


LI 全 连续 ， HPT O, r; Es) — (GOCE,, Holu, <r}, 则 
KRE, 入 L$, 并 且 全 连续 . 
证 首先 假设 k(x,y,0) 三 0， e> 0, tE bte< 1, 


JerBb3H5] 83. UE. FEKET 0 MESA LEE 


_r 
"boe, 
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且 全 连续 。 取 定 一 自然 数 m， 使 "> T, 其 中 如 引 理 3.1 所 述 。 


任 取 p(x)ET(0 -一 ; Ey, ), 因为 p(x)EEy， 故 根据 定理 


, Ti 
1,19，g(x) 具 有 绝对 连续 范 数 。 故 存在 G 的 互 不 相交 的 子 集 
G,CG(n—1,2,,n), tE 


letCx) GG, ly, = (m=1,2,* no), 


bro 
b+eo 


Fu fin <n- 1 . STA, Rn n, 令 G*= =G\UG,. 


AUR IeGO Kr GGG*)|u 275 —, RISHRSISS 2, o 
0 


n=] 
lolu, > 站 | E loos Galu, + loor, ] 
m=1 


> "r _ 
"bte? 


此 与 pE7 (0， 


r 
bo 6, ; Ey) T. Bo (x) x (x; G*) lx, 


br 
<+ ° 但 另 一 方面 ， BRG cG*, a 


Tin —leCor (x; G, )|u s look ML 
br 
TTE 
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MEFE. ARBAN <i- 1. 把 GAUG. 分 成 p 一 m 个 互 不 相 
交 的 子 集 〈 可 以 有 空 集 )Gwo+ Grotz GIE MBRO) 
可 以 写成 


(x) = Y p, (x) (3,8) 


mel 


的 形式 ， 其 中 ww(x) -eGOkGa GOET(,r En, ) (71,2, 


n), : 


BiXkGO,y,0)2 0, W 


KoG) 2 Y; Ko,GO, (3.9) 


m-1 


因为 p。(xX)E 了 (0,r;En,), KIBT(0,r i E40 Li,» 故 


IH(3.9) 388 KeGOELE, IN kKRT(0, giz Ew AL 
0 


Bt. G0 G 1,2, JT (0, — $ Ey ) 中 的 任意 点 列 。 
€o 1 


H (3.8), (3.9) 两 式 可 知 ， 对 每 一 个 i 都 存 在 gi,nET (0, r; 
Ey,)(m-—1,2,7*,0, 使 


POD = JO pi, (x) (3.10) 


mei 


Ko (x)= Y Koi. (x), (3.11) 


m= 1 


BUPKBRT(G,ri Ey ALI & ES, SOC; (x); "as 
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ATIK p, C). AE, UC CO I fE S T 9 C p.: 
(x)}。 依 次 类 推 ,最 后 ，{Kop,,,(x)} 中 也 存在 收敛 子 列 {K9g..， 
(x)}。 由 (3.11) 式 即 知 ，(Kg《x)} 是 4Kgi(x)}) 的 收敛 子 列 ， 


BUCK BRT O, goz En) ALI RT. 


Rte 00 e CO ET O, g LES s Eu D,sllgi- pollu, 7 0 


(i->o0)。 不 失 一 般 性 ， 可 设 对 一 切 i。 lp, 一 -p< 把 
G 分 成 4 个 互 不 相交 的 子 集 G,,G，,…,G; 之 并 ， 使 


lo C Gc Gn) ls, < 


ór =1,2,--- 
bte, (mz1,2, SD. 


则 对 每 一 个 i 及 m=1,2,*…,n， 有 
lg; Go» Ga Ga) ||, SKP) — 9s 0085 G, lli, 


T lpo C30 x Gn) le, xlle;—ollu, 


t los GORGa GM, <r. 
TX EPn) 9 C0Ga Ga) y Wei GOET(, n Ey). 
因为 h(x,y,0) 三 0， 故 


Kogi(x)= Y Kopin) (i=0,1,2,""), (3.12) 


mus 


llis ~ 9o nl, «lo;— po lr, 一 0， 
BORK RT Qr Ex DA Lt 连续 知 
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lim Kopi.,— K po.nlly, = 0 , m-—1,2,-,n, 


üt GL 1D Ko, Kool, = 0. WUK BT C0, 


qug Ern) ALÍ XES. 综 上 所 述 知 ， KETO, 
0 


Ey,) ALS 并 且 全 连续 ， 


ê - 
b+eo ' 


用 同样 的 方法 , 由 大 映 T(6 


— ， + A 
, b ce, M Ey) ALI 2: 582, 


可 以 推出 KK 映 7(6， En D) ALi HHS E, 依次 


r . 
(D 十 so)2 


类 推 ， 即 可 知道 对 每 一 个 自然 数 j ,KK W h T (OU, — 一， 
(b+ 29)! 


Ey 0 AL5 ,并 且 全 连续 ， H -Flim r Sr = +e, MK 
BE, 入 L#, 并 且 全 连续 ， TE, #Ek(x,y,0)= 0 的 假设 下 ， 


定理 的 结论 正确 ， EM i 
对 于 一 般 情 况 ， TJ k, (x,y,u) =k(x,y,u)— k(x, y,0) , 


K .p(x)= |: (x,y,0(y))dy, 
BRK RATO, rE DA Li YE S. HR BUT ELE UEXE RU A 


IRAK W E, ALI A38. ANKRE, ALY 并 且 全 X 

续 。 证 完 。 l | 
363.4 ” 设 和 N,v) 如 定理 3.3 所 述 ， 并 生存 在 +r> 0， 合 

KRhT (,ri Ey) 入 En, 全 连续 ， 则 KK 映 En, 入 Es, 并且 全 连 
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续 . 
证 ”证明 同 定理 3,3 完 全 相仿 。 只 需 注意 到 若 开 映 7(b,r; 
En ) 入 Ew,; 则 (3.9) 式 中 的 诸 Kpalx) 都 属于 En,， 故 Kg(x) 
€E,,. 证 完 。 
定理 5.5 RTO, r Li) =EL} lolu, <r) AR 


lm sup | Jks pO ute, y Dod lis, 


SSK) SUD TUER ) 
-D. (3.13) 
WIKBRT(O,r; Lt OALE 并 且 全 连续 。 


证 我们 首先 证 明 ， 如 果 A(x,y,z) 满 足 ， 存 在 dg> 0， 使 
对 任 给 (x,y)EG xG，wuER!， 都 有 


|kGx,y,u)| <d, | (3.14) 
并 且 存 在 uo 0, E4 |u| >u Ht 
hR(x,y,u)= 0, (3.15) 


RIKBRTC, LEDA Lt FELLER. 事实 上 ， 根 据 引 理 2.1， 
对 每 一 个 自然 数 w， 都 存在 G x G 的 闭 子 集 D,， 使 mes((G xG) 


Mol, 3t BG y DED, xR Lgs, HHETietze 扩张 


定理 〈 见 江 泽 涵 [ 1 ]) ffKEA X, y. GxGxR'-R dk 
Bh,(x.,y,uyf#EG x G x R' EXE, #D,x R  Ehk,.(x,y,u)= 
h(x,y,uy, FH 
[Bx yu ld ((x,y)€GxCG,.u€R1), (3,16) 
h.(x,y,u)=m 0 (ul>u0), 
定义 
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Kp) = | coss oto»d». 
&FE,=(G x GAD., M BRE ` 


IKeGo Kp Ead | eG ys Eod». (3.17) 
IX GOL, .使 | N GiGodx 1. + h=minf1, 
1 
aigh 则 
J | N ,ChpG0)dxdy<h| j N Có Gd xd y 
GJG GJG 


<| dy« 1. 
因此 ， 
Í Ico lda f k(x,yyE)dy= | [lye eta, y E dady 
G G GJ G 
=t [eG ys Eo hyo dady 
. GJ G 
<H eG ys Edl,» 


其 中 | 。 là, dcm És = Lt (x Gy its. de Ex pog 


对 {V(x)EL,, 


| N.C0G03dx< 1 Iran, 即 得 
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| | iios Eody M, eoe» Eli. (3,18) 
由 (3.17)、(3.18) 两 式 可 得 
IK eGo Ko Na, T lec, y E) Ma, 


因此 ， 
lim sup Kex) — K.pGolly, = 0. 


"29 OETAN LÀ) 
1 


这 表明 ， 到 可 以 用 天, 一 臻 逼近， 显然， 对 每 一 个 rn， 到 ,都 
ETO, r Ly ) 映 为 一 致 有 界 的 等 度 连续 函数 族 . 这 个 函数 族 
在 C(G) 中 是 列 紧 的 ， 从 而 在 L#, 中 也 是 列 紧 的 。 所 以 ,是 映 


T(0,r Lt.) ALS, 的 紧 算 子 。 另 一 方面 ， 设 mi(xz)，opo(x)E 
Tri Li,» lle; — pollu, > 0 。 则 gi(x) 依 测度 收敛 于 go GO. 


根据 引 理 2.3， 对 每 固定 的 # 及 确定 的 XEG，h(x,y, 9i) 依 
测度 收敛 于 如 (x,y,9o(y))。 根 据 积分 号 下 取 极 限 的 Lebesgue 
控制 收敛 定理 (注意 (3.16) 式 ) ,有 


limK.p.(x) =lim | k(x, y ei(dy 
1 一 co i J G 


= | koe dy K.G). 


因为 久 .9;(x) 在 C(G) 中 是 列 紧 BJ, 8X K.p (x) — Sicul Sx + 
K.p e (x)(i—co), Mfg 
lim|K 9G — Kov GO lu, —-0, 
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HKEE. Wit KÆRT O r: Li ) ALT, BUTER 
+f. HTK#T(0;r Li ) 上 可 以 用 天 ,一 致 逼近， 所 以 天 映 
T(0,r; Lt ) ALS, &XESR, 

其 次 证 明 ， 如 果 k(x,y,w) 满 足 (3,.13) 式 ， 并 且 存 在 G xG 


HATED. klx, y, DED. x 尺 :上 连续 ， 而 当 (x,y)ED。 
时 h(x,y,4) 三 0. HUK BRT(0,r Lt) ALS EEZ, 事实 


上 上， 对 每 一 个 自然 数 %?， 令 
( FG, 24 |u| <ni}, 
| k(x y,n) m 1—:10,24n cu n-- 1B], 


EG, y,u)— 4 (3.19) 


| k(x, y, —1) (nt 14:1, 
| B2 —n—i«n«-nlBj, 


Lo, ww|u|>n+ 工时 
K.G) = | Guy, end». 
HJIH ERDHA n AK RT O, r L0 ALT, 3F R£ 
x. IERRROEp(x)CT(0,r L$ )， 令 C= (x€G gin), 
则 
sese (n) ]* fro epu (]" 
BllimmesG,— 0. Sopla) =ne GOsignp G0, W 8 # # 


Io.GO1s1eCol. 因此 ， leal, Slol, , Bl, (DET A,r; 
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Li )。 由 (3.19) 式 易 知 ， 当 YEG 时, Ie Ox yo» E] RO, 


yy0x(y))， 故 


[Ke(x)— K.p (x) I< [IG o) — Gore? ld y 


«|, I&Go y,» ldy+ | |&( x, y, [dy . 
=| key pD IG ysG x Gr) dy 


+ [Mrs es OD Gn 356 x God. (3.20) 


由 于 limmesG,= 0, #k&limmes(G xG,)= 0, BJ, HB 


(3,200 (3, 132 ABAN 
lim sup lKo—K.olk,—0. (3.21) 


n° AETAT Ly 
BibT GO, r LE ) 上 ， 天 可 以 用 天 ,一 致 珊 近 。 注意 到 K.W 
TOL) ALI ZES KT (Or LE ) ALI 并 且 全 


xx. 
最 后 证 明定 理 的 结论 .根据 引 理 2.1， 对 每 一 个 自然 数 ， 


HEEG G 的 闲 子 集 D,， 使 得 mes((GxG)NDJ< 二 ， 并 且 


k(x,y,4) 在 D, xR' 上 是 连续 的 。 
定义 
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k(x,y,u), 3o, y)€D, 


ks y, | u 
0, #(x,y)CD,; 
Kp = | cores ecd». 


根据 上 一 段 中 所 证 明 的 结论 ， KART O,r Lt) ALS B & 


x. X A, 
|Ko(x) — K,o (s) 1 


<| i&Gr yp OD ers y (G X GNDOd y, 
注意 到 limmes((G x GOND) = 0, id (3.13) xx A, K 在 


T(0,ri L}, ) EH EUH K.— 308 XT, 因此 ， KWT(,r Lf.) 
入 ,并且 全 连续 。 证 完 ， 


定理 3.6 AUR 
lim — sup. IÍ kee eO eG Ddy 
TDO ENO Ey? G 


= =D, (3.22) 
BIKBT(Q,r E, ) ALE 并且 全 连续 。 00 
证 ”由 定理 3,5 的 证 明 ， 即 知 定理 3.6 的 结论 正确 ,证 完 ， 
推论 .7 ” (i) 如果 | 
lim sup lke ypo esy Do ls, 一 0， 


sD-0 . 
(Decxo) POENA Ly, ) 


(3.23) 
WKT O, r LY, ) 入 了 .并且 全 连续 ， 
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Gi) 如 果 
lim sup | l&Ge, y, eG y DIIS, = 0, 


RS DO. qi x)€TC(Óm Ey i 
(DcGXG) 


(3.24) 
MKATO, r E, ) ALS 并 且 全 连续 。 


证 仿 (3.18) 式 的 证 明 可 以 证 得 


I| kayoo) InCx y Dod yllu, 


«KG y ene, ys DIA, 


所 以 ， 由 (3.23) 式 可 以 推出 (3。13) 式 ， 由 (3.24) 式 。 可 以 
推出 (3.22) 式 、 根据 定理 3.5 和 定理 3.6 可 知 ， 推 论 3.7 的 结论 
成 立 。 证 完 f 

推论 3.8” 设 M(w) 和 N(u) 是 互 余 的 N 函 数 ，N(o) 满 足 A/ 
条 件 ，&(x,y,4) 满 足 

lkl, y u) Sb yay HR ul) 
(x€G, y€G ,uCR?), (3.25) 


Kupb(x,)€ E m EGXxG), aGogLt, Ra)yNuc 0 时 是 
非 负 的 增 函 数 。 又 设 存在 c> 0 ,6> 0 > 0 BR 0 使 
34u2uo f 
N(BR(ru)3<aM(u), (3.26) 
WKRTO r LDALDEBR AE SE hpa — 4 N EB, B 
friíku, 0 ， 使 当 w 宇 wl 时 
N(8R(ru))<a@(u) <aM (u), (3.27) 
WE 根据 定理 1.21 可 知 
118 


Nr 


miM £00°88 


By = | beyo dy 
是 映 太 入 $3 的 有 界线 性 算 子 ， 并 且 

IBISH, v? ll (3.28) 
这 里 ，| 。 几 表示 二 一 车 (G x G) 中 的 范 数 ,是 一 个 与 5(x,y) 


无 关 的 常数 。 由 (3。.27) 式 可 知 ， 对 p(x)ET(0,r;L¥ ), 有 
laco + RCEeGo D Ils lla Co y+ RC ox) D ly 


1 
«& laco lh + ii IIT lec Dda} 


<leut (1+N(BPRCu, )JmesG 


gx) 
+ | ab c-9€?9 54x) 
«|a ahy 4-1 
| ll 8 


=c=const, (3.29) 
另 一 方面 ， 由 (3.25) 式 可 知 ， 对 任 给 DCGxG， 有 


{1 + NC8R(Gu,)JmesG +a} 


[IG y oo eor ys D)dy 


<| 5G iG ys DURUP Ydy. 
所 以 ， 利 用 (3.28)、(3.29) 两 式 ， 可 以 得 到 
sup | [ 18v oC eG y Dod y 
ADET: Lp) | G F 
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<lc|b(x,y)x(x,y,; D) |l$. (3.30) 


又 因为 6(x,y) Ey, 故 它 具 有 绝对 连续 的 范 数 . 于是， 由 
(3.30) 式 知 (3.13) 式 成 立 (其 中 取 M ,= M, -0) 。 根 据 定理 
3.5, KT Cr LED A L1E R Ek, ESE, 

定理 3.9 设 和 NN,(v) 满 足 引 理 3.1 的 条 件 。 又 设 存在 r>> 0, 
使 


lim sup (l| Ibo eG X Do dyliu, 
Dp. €(x)C TCO v; Ey ) G 
—0. (3,31) 
WERE, ALI FEZES, 
证 由 定理 3.3 和 定理 3.6 推 出 。 证 完 ， 
推论 3.10 klx, y D EIE 
[kCx, y D | ROG, y)( b|ul|*) (3,32) 


其 中 a> 0 ,b> 0 ,a> 0 ,| | Re sidxady< 二 co。 则 
上 映 L, 入 L;, 并 且 全 连续 ， 这 里 p=a 十 1 。 
证 RM, G0) =M, =i lul’, MN, 0w) =N: w) = 


$lel’, Xp +g = 1 E, =L* =L,. BRN OW 


足 引 理 3.。1 的 条 件 。 给 定 某 r*> 0, fEjRo(x)CT(0,r; L,) , Wl H 
(3.32) 式 ， 知 对 任 给 DCGxG， 有 


| lec yp eG yi Ddy | 


<| Reyx, yD)atblp ydy 
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于 


«tl (Rex, yey Did yl 
G 


1 +z 


{| atolea dy)”, (3.33) 


BEDERA SYN +n')(m2 0 ,n2 0,r21) nn 
1 +a 


f| catolpcy) may 


1 +a A +a A +a ^ i 
<ff z [a a +b a lec Jap" 


1o 1-ta 


a 
yta 


=< 2 (a * mesG-Fb “ r* =c =const, 
所 以 ， 由 (3.33) 式 可 以 得 到 
1 
sup i [| lke, y, 9G ey Ddy dx] 
METE: Lp) ea. Jc 


ES 
? 


«cl [ [to »» 'dxdy} . 


从 而 
lim sup i (Í Jex y py lex, Ys; 
mer D0 @(z)€T(80,r; Lg) G G 
(DCGXG) 


Ddy ds] = 0. 


REEE., KRRL,ALJEHA4iXSR. E. 
定理 3.11 REEr> 0, HEHeuuuruñ fT 
fo(x,y)=R(x,y,p(x,y)) (3.34) 
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ETO, r E ALS, GURÉ,-EQ(GXG), 3HEHE0Ë, 
处 连续 。 又 设 M, DAREM (u). MKALI, ALI 并 且 全 连 


a. 

证 首先 假定 f9=0。 根 据 推 论 3.7 (i) ， 只 需 证 明 对 任 给 
r> 0，(3.23) 式 成 立即 可 。 和 否则， 存在 ro> 0, 620 以 及 
PLETO, ro L$,), DEG XG, 使 nesD,-> 0, 3 B 


ll&Ge y oC Gr y; DO] 28. (11,2, 772. 


注意 到 f0=0， 故 RCX, yo, CD kCx , y 3 DO =R(x,y,@,( y) 
K(x,y; D.)), Mt 


NECX y PLCI, y DNA eo (n=1,2,:), (3,35) 
= 1 i 1 
Wh min] 1 , mesG L 下 证 


le.) lg, < (n=1,2,=5), (3.36) 


事实 上 ， 若 p(xy) 满 足 | | Nicwtey)Ddxays 1 , 则 出 
(1.20) 式 可 知 


px, y) ld 
[a mnt dy 
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_— 1 f dl 
^ mesG [LN Gio »»odud ys -—: 


所 以 ，| v. (ato tax yi. Af 
J | loyi lyx 2 ]dxd y 
GJ G 
Ld 
= W [ [ees tax Ja» 


«els, «^2. 


因此 ， 由 (1,23) 式 知 (3,36) 式 成 立 。 
根据 定理 1,.20， 由 (3.36) 式 可 知 ，{g,(%x)} 在 Ew 中 具有 等 


度 的 绝对 连续 范 数 ， 因 此 
lim||e,()8(x, ys D.) |ü = 0. 


又 因为 f 在 90EEw 处 是 连续 的 ， 所 以 
lim|R(x, y p COR Gc y; DO NY, = 0 


此 与 (3.35) 式 矛盾 。 故 当 f4==0 时 定理 获 证 ， 
WERZENN, Eki x,y u) =k, yu) 一 R(X，y， 


K,o- f kayoo dy, i 


Fiplx, y) =k, (X,Y pX, y). 2 、 
显然 ，fg=0， 并 且 ff 在 6 处 连续 ， 故 天， RLE, ALS, & 
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E, ATERKRLS ALI AER, HSSUEBLK0C Lt, . 设 


V(x) 满足 | Nic Godx 1, 则 | | N.Geoo)dady< 1, 


其 中 1 一 minf 1 il. 所 以 


mesCr 


f| | ere», 45| I9 GO [dx 


< 于 | [ 1G y Hoo 14d y Tte, 
h JcJo h à 


这 表明 K 0E1L%,。 证 完 ， 


注 5.12 ”定理 3,11 的 意义 在 于 它 把 Ypmcos 积 分 算 子 的 全 
连续 性 归结 为 HexamKH 交 的 某 些 性 质 ， 从 而 可 以 利用 $2 中 关于 
Hemmnxz 立 算 子 的 结论 来 研究 Ypmcon 算 子 的 全 连续 性 ， 

推论 .135 设 存在 >> 0 ， 满 足 : 对 任 给 x 二 0， 都 存在 
y> 0,02 0,a(x,30€ L,CG XxG), 使 得 对 一 切 (x,y)€G xG, 
4u，vER!， 都 有 

M Cu(h(x,y,u+u)—R(x,y,u))) 
«»M (au) + M(pu) +a(x, y), (3.37) 
设 M ,(z) 真 快 于 M GO. WIKRLE, ALI £388. 


证 ”由 定理 2,15 可 知 ， 由 (3,34) 式 定义 的 算 子 f 映 ELA 
Ôt FEAE, KORRE., KELI ALE Z H, 


us. 
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推论 3.14 设 存在 c> 0 ,B> 0 ,> 0 Ka(x,y)€L, (G x 
G), 使 得 对 一 切 (x,y)EG x G,uc R^, 都 有 


M ,CBRCx , y 10) & y M (au) +a(x,y), (3.38) 
XEM , DATM u), M GO BB E A. 2848, WIKWL, A 
LI DER. 


W ” 仿 定理 2.17 的 证 明 ， 可 以 证 得 由 (3.34) 式 定义 的 算 子 
f 映 他 yw 入 卫生 ， 并 且 处 处 连续 。 故 根据 定理 3.11， 天 映 Z 基 入 
Li 全 连续 。 
推论 5.15 Hp 1,b:>1， 并 且 存在 5> 0, 使 对 一 切 
(x,y)EG xG，uER!, 有 
Gy 0 Ea, y) bul? (3,39) 


Khar, DWE | | Caso" dud y +œ, M% — H p > 


b KWLRALe4AXH. 
证 利用 定理 2.21 及 定理 3.11 即 可 。 证 完 。 
定理 3.16 设 h(x,y,4) 在 G XG xR’ EEZ. ik 


lim sup i Ix, y,o CD» ley Dod yllu, 
PEDO eueT(br: Ly G 


一 0， (3.40) 
BIKBRT(O rs Lf) ALS, 全 连续 。 


证 设 k.(x,y,W) 由 (3,.19) 式 定义 , 令 
Kp(X) 一 | Gr oc? )dy, 
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则 由 定理 3,5 的 证 明 过 程 可 知 攻 , 映 7(0,7; LE ALB, AER. 


仿 (3.21) 式 的 证 明 可 以 证 得 在 定理 3.16 的 条 件 下 ，(3.21) 式 仍 
成 立 ， 即 在 T(0,r; LEO b, Kur PBK, BE. K BART CO, 


rLEO ALS 全 连续 。 证 完 ， 


定理 3,.17 Bk, y DEG XxXG x R' EEZ. 设 


lim sup l Acxsyse(y))1eCysD)dyllw， 
mesD=—0 PLETO r jE y ) G 
(DcG) : 1 

一 10。 (3.41) 


WIKSRT(0,ri Ex ) ALI 全 连续 。 

证 证 明 与 定理 3.16 相 同 。 

注 3.18 条 件 (3.40) 式 和 (3.。41) 式 分 别 比 条 件 (3.13) 式 和 
条 件 (3。22) 式 要 广泛 ， 但 是 在 定理 3.16 和 定 理 3.17 中 ， 要 求 
k(x,y,W) 连 续 ， 而 在 定理 3,.5 和 定理 3.6 中 ， 没 有 这 一 要 求 。 

再 考察 作用 在 C 空 间 上 的 Ypmcoa 积 分 算 子 。 

定理 35.19 ” 设 C 是 R 中 的 有 界 闭 集 ， 设 对 一 切 xEG 和 几乎 
一 切 yEG ,k(x,y,t) 关 于 uw 连续 ,并 且 对 一 切 xEG，wuER! , Rx, 
y,4) 关 于 y 可 测 。 则 站 pacorn 积 分 算 子 久 映 C 入 自身 全 连续 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 c> 0 ， 下 列 两 个 关系 


| sup |&Gx,y,u) dye teo, (3.42) 


lim Sp [EG h, yu) - Kx, yu) |dy — 0 (3.43) 


对 一 切 xEG 成 立 ， 其 中 1h| 表 有 在 RN 中 的 范 数 。 
上 述 定理 充分 性 部 分 的 证 明 见 J,A ,Jlanmxkenckui[ 1 )， 
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必要 性 部 分 的 证 明 见 王 声望 ( 12, 

推论 3.20 WR, y DEG XG x REER, W Y pucos 
积分 算 子 开 映 C 入 自身 全 连续 ， 

Y pacoH 积 分 算 子 的 最 重要 的 特殊 情况 是 形 如 


Apoo = | kx yf yp 9) dy (3.44) 


的 积分 算 子 。 这 种 算 子 被 称 为 是 中 ammerstein 积分 积分 算 子 ，。 
#fo=Íf(x,p(x)), Kg» | k(x, y) p 9) dy, 则 显然 


Hammerstein 积 分 算 子 (3,44) 可 以 表 为 4=Kf 的 形式 ， 

为 了 研究 Hammerstein 积 分 算 子 的 全 连续 性 ， 可 以 利用 
ypacoa 积 分 算 子 全 连续 性 的 判别 准则 。 但 更 方便 ， 而 且 更 常 
用 的 ， 是 利用 下 列 定理 : 

定理 3.21 WEE, E, Es E = 4 Banach 空间 ，f， 
E SE RBR BJ 5k 3 T. (BBFREL S RHET. RBS 10, C 
已 ,，wr~>po， 就 有 fm, P ufoD, K.E,—E RE S HR E 
算 子 。 则 Hammerstein 积 分 算 子 4=Kf 是 映 E, 入 Es 的 全 连 
ZET. 

证 由 f 是 有 界 算 子 及 天 的 全 连续 性 知 4 把 已 ,的 有 界 nh 
为 ;的 相对 紧 集 ， 故 4 是 紧 算 子 。 设 {gw} 二, ppo. HF 
f 是 次 连续 算 子 ， 故 fz， ”>fg。， 注 意 到 全 连续 线性 算 TK In 
PKF S BR D CR T]. Ap =K fp, >K fp = 二 Agpo, Bl 
AJ ER T. Wu. 

定理 3.21 的 意义 在 于 :利用 这 一 定理 ， 可 以 把 Hammer- 
stein 积 分 算 子 4 一 天 f 全 连续 性 的 判别 ， 归 结 为 Heuunkz uy 
子 f 的 有 界 性 和 次 连续 性 (特别 地 ， 连 续 性 》 的 判别 与 线 性 积 
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分 算 子 全 连续 性 的 判别 。 


附注 除了 定理 3.19 和 定理 3,21 之 外 ， 本 节 的 其 它 结 论 ， 
都 十 部 大 钧 [4 ] 中 获得 的 。 

pacoH 积 分 算 子 的 性 质 ， 是 由 ,CY pucol 1 ) 中 首 
先 加 以 系统 研究 的 ， 在 上 ,空间 中 ，Y pmHcoH 积分 算 子 的 全 连续 
性 的 一 系列 判别 准则 在 M,A.KpacHocenpcku 蓝 [1 中 被 证 
明 。 本 节 的 推论 3,10 就 是 该 文献 的 主要 结果 之 一 。 随 后 ， 以 
M, A, Kpacnocezsckuit Jj (E B] ARE 者 对 上 ,空间 中 ypu 
con t4 AL -F 3E 41 T £ WRIST CULMLA, Kpacsoceascxarit, 
II-II-3a6peskc, E,H,Illycruneuukg, IIl, E,Co6oaesckutt 
(12. 

Orlicz € j| p Y pucou ft 2 X T WE, ë £ # M.A. 
Kpacsoceauscekud, W,D.PyrunxuB( 1 ] 中 被 研究 。 部 X 49 
在 [4 ] 中 系统 地 给 出 了 Orlicz 空 间 中 YpScog 积 分 算 子 全 连续 
性 的 若干 一 般 性 判别 准则 ， 从 而 包含 了 MA.KpacHocenpc~ 
Kuñ( 1 ] 等 人 的 结果 作为 特殊 情况 。 

*PTCER, J.A,.Jlanzenexun( 1) 中 的 主要 结论 和 
王 声 望 [ 1 ] 中 的 结果 ， 恰 好 给 出 了 在 C 空 间 中 ， Ypucon 积分 
算 子 是 全 连续 算 子 的 充 要 条 件 〔 见 定理 3.19)。 

关于 YpncoHn 积 分 算 子 的 其 它 讨论 , 见 张 上 泰 [ 1 )\[ 2 )， 
冷 生 明 [ 2 }，M,Golomb[ 1 3,G,Dragonit 1 2€, 

A,Hammerstein( 1 ] 首 先 对 Hammerstein 积 分 算 子 进行 
了 系统 的 讨论 。 定 理 3.21 首 先 被 了 ,Riesz[1T]， 随 后 又 被 一 系 
列 作者 广泛 地 用 来 研究 Hammerstein 积 分 算 子 的 全 连续 性 ， 
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第 三 章 “” 非 线性 积分 方程 的 可 
解 性 一 一 变 分 方法 


形 如 
p a= | kGrnfGsecdy 


(其 中 G 是 中 的 某 可 测 集 ) 的 积分 方程 称 为 Hammerstein 型 
非 线性 积分 方程 ，&R(x,y) 称 为 是 该 方程 的 核 。 本 章 利 用 变 分 
方法 研究 具有 对 称 核 CHI kC(x,y)=Rk(y,x)) 的 Hammetsrein 
型 非 线性 积分 方程 的 可 解 性 。 

如 果 对 称 核 &Cx,y) 的 一 切 特征 值 都 是 正 的 ， 则 称 &Cx，,y) 
是 正定 核 : 如 果 &(x,y) 至 多 有 有 限 个 负 特 征 值 ， 则 称 AKx,y) 
EWER. 
$8 线性 积分 算 子 的 分 解 
为 了 用 变 分 方法 研究 Hammerstein 型 非 线 性 积分 方程 理 
论 ， 需 要 研究 线性 积分 算 子 的 分 解 问题 。 
考察 线性 积分 算 子 


Ke | kx)p(y)dy (1.1) 


其 中 G 是 R* 中 的 某 可 测 集 ，0 <mesGÇ<+co, k(x,y) E.G x 
G 上 的 实 对 称 核 。 在 考察 算 子 大 的 同时 ， 我 们 还 将 考察 双 线 性 
i5 i 

Kos) | | hrs Wdydx aD 
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和 二 次 泛 函 
Ike) |. | kGe,yyot)eGOdydx (1,3) 


WKGAERBBL.IAL.SBICSEAGYEERERMEWO T. 天 的 全 体 特 
征 值 记 为 1， Ài, tt, hs MP 下 面 用 y;(x) WEL) s RK 
的 相应 于 4; 的 规范 化 特征 函数 。 令 


K = 开业 二 | hoosoody- » EaP? qo, (1,4) 
S L4) (Kp). (1.5) 
THESE 1<q< 2, p''+q'i= 1,KH0. SEX, 
311.1 KEBRL, AL, B kikiki, 又 是 映 
民 , 入 的 有 界 算 子 。 则 对 于 任 给 p,yEL，。 
(OK p,V) — GX),9)1 (1,6) 
并 且 对 任 给 gE€L,, gradJ (p) =2Ko. 
证 ”如果 gELi 阁 L,，yELs EL， 则 由 天 : 工 ; 一 工 : 是 B3 
氏 线 性 算 子 知 (1.6) 式 成 立 。 因 为 函数 集合 :0 L EL r ÆA 
SEU, KRLQALESE, BOW 任 给 e€L, v€L, (1.60 RER 
X. 
HEEL, TPriubgrad/(9) —2K yp. 任 取 hEL,， 则 
Het Jp) = | | Bex, DIHA ceo 


shx)Idydx— | | ke oGnecodydx 
=í | J kx POO d yda | | hR(x,y)h(y) 
GJG GJG 


ecodydx | +t f | &G aohkonkoodydx 
np 


于 是 ， 注 意 到 (1.6) 78 
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lim (700—099. L (eu 8) +(Kh,p) = 2 (Ko,h), 


Higrad/(Kg)— 20. 证 完 。 

定理 1.2 ” 设 玉 作为 映 L, 入 工 ; 的 算 子 是 自 共 力 线性 算 子 ， 
作为 上映. 入 二 ;的 算 子 是 全 连续 的 . 则 7(ep): 工 一 下: 是 弱 连 续 的 ， 
并 且 在 每 一 个 闭 球 B,=(eC€L,| |el=<r; 上 达到 上 确 界 和 下 确 
界 。. 又 若 对 任 给 pEL,y7(o) 三 0， 则 Jp) TES, — EL llel = 
7} 上 取 到 它 在 B, 上 的 上 确 界 ， 车 对 任 给 oCL,, Jis 0, JU 
J (9) 在 S, 上 取 到 它 在 B, 上 的 下 确 界 。 

证 由 引 理 1.1 知 grad/ (pg) 二 Kv。 Bl 3 KL, L, 4 X 
续 ， 故 由 附录 定理 3.7 知 / (9) 是 弱 连 续 的 。 又 因为 [是 自 反 空 
间 ,B, 是 上 ,中 的 有 界 唔 闭 集 , 故 由 附录 定理 3,4 知 (wp) 必 在 B, 上 
达到 上 确 界 和 下 确 界 。 由 J (4(p)==4*/ (89)， 易 知 定理 的 其 余 
论断 成 立 。 证 完 。 

BJA MADRE. 

3131.3 设 mesG 一 + co。 设 开 是 映 二 :入 工 : 的 拟 正 定 自 
HELER RERT, KERLALKWARAT. WE H 
然 数 n 及 gEL,，J .gp) 有 定义 。 更 进一步 ， 必 存在 B R 数 wo， 
使 对 任 给 n 宇 mn, 及 pEL,， 

J,(0)<J,, i (0@)<J(o%) (1.7) 

证 BDAIGOEKN] GERAUBEBRRL.ALIBISE-O 特征 
fü. BIBI;GOCL,. XBlmesG«-oo,1«qx 2 , By; CO€ 
L,. XN 3SK IRL AL, #ke=4 Kue €L, BIELLA 式 An 
K.L AL, SOSHEISOCL, JTMH E. BUPKJEUESE 
BJ, WkfredEn,., EHn>n BRA 0 ， 因 此 ， 对 任 给 pEZL,， 当 nm 
znt, A 
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Ta — 149) 54 Gi 912.0 (1.8) 


对 任 给 gEL,， 显 然 当 n 宇 no 时 ，J.(9) 志 J (8)。 因 为 ,在 
工 :中 翻 密 ， 并 且 K, 及 KK 都 是 映 L, 入 L 的 有 界线 性 算 F. WHn 
之 no 时 ， 对 任 给 gEL,， 有 

JAPS p). (1.9) 
由 (1.8、(1.9) 式 ， 知 (1.7) 式 成 立 。 证 完 。 

引 理 1.4 设 引 理 1.3 的 条 件 满足 。 则 对 元, 中 的 每 一 个 闭 球 
B,-(o€L,|é|oe|xry, AfrikET C 0 ， 使 对 一 切 7 及 任 给 w， 
EB, o,GCB,, # 

JG —J.(0DI Clo: 79i; (1.10) 

证 只 需 考虑 开 有 无 穷 多 个 特征 值 的 情况 。 先 证 存在 常数 
C> 0, fix —Un2n, PEB., SERIK.oI, Co, 这 里 no 如 
引 理 1.3 所 述 。 设 n 宇 no 取 定 。 任 给 EB,， 因 SK, BR LAL 
故居 ,PEL,。 根 据 Hahn 一 Banach 延 拓 定 理 , 必定 存 在 w€L,， 
lol= 1， 使 得 

(K,9,0) — IK,ə|, 
H (2.0 式 及 柯 西 不 等 式 ， 并 利用 引 理 1.3， 可 得 


IK. = (Gp o) Y, Pom ra 
i=l i 


-1 ~ 14] “| | 
2.2 BETA: 
«x um) ) (X TER ) 


1 
2 


«(t4 2 二 ) (co 2 x ea) 
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ZH 
(1.11) 


1 1 
«(o2 EH) «(ren 2 Y Wo? y 
4;<0 i ajo 


因为 是 映 上 ,入 LL, 的 有 界线 性 算 子 ， 故 
IJ i= Kemi sK HelleislK ir, 
IJ(o)]| 2 1Ko,o00 | & IK Hol dol 9 LET. 
另 一 方面 ， 注 意 到 并 仅 有 有 限 个 负 特 征 值 ， 故 
(Pip)? 2 lodi _ co 
22 up st [nt , 


ico i à,«0 i 

2 
2 Z (9;,0) «2 > LAE —b,« oo. 
Ai<0 Ail 479 ZA 


因此 ， 由 (1.11) 式 ， 可 以 得 到 
IK,@|,<(IK Irt +b SOKI+b,):. 


Bb, BC =(IKr:+b,D2(|K |+b,)2, Winn, 
9€B,, 都 有 1jK ,21, 生 Co。 
对 1<i<no~ 1, $C=sup] Kiol, 取 C= 2 maxtCo， 


C1，…，C,。-1}， 显然 C<+co， 并 且 对 一 切 # 及 pEB,， 都 有 


IK.p|,<2C. (1,12) 


仿 引 理 1.1 的 证 明 ， 可 知 grady,p= 2 天 ,2。 故 由 附录 (1.2) 
式 可 知 存在 0 <r< 1, 使 
IJP) — J pDl =| (2 Kp trp: —p,)) P:P) 
< 2 [K pi +r: =P: Jip: -p SCl: ol. 
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定理 1.5 设 引 理 1.3 的 条 件 成 立 ， 则 对 每 一 个 pEL,， 


limJ,(p) —J (9), (1.13) 
证 ”由 引 理 1,3 知 对 每 一 个 pEL,， 极 限 
l(9) 2limJ,(9) (1,14) 


存在 且 有 限 。 由 第 一 章 定理 4,24 知 对 e€L,, limJ,(9) =J (¢) 


BUPL.ELQUEME, JEL PER , KRINARO LP 
ERU, p CL BUE. Ee, 4 


à min. r}, 
其 中 ，r=21o2ol1,C 是 引 理 1.4 中 所 述 的 对 应 于 的 常数 ， 则 当 w 
€L,, fp 一 pol 过 6 时 
Iip) ipo sieo Plt deo) 
Tie)9-LG,;)). 


Hi5| 881, 4^9 1/9) Je) «Cle-o,I «5. 由 (1.14) 知 


可 取 n 充 分 大 ， i IC) — (9) | alda COCE . 因 


此 ，|11(2) 一 上 oo)| «e, 和 的 任 站 性 和 KiD) 在 p IE 3 B 因 
为 po€L, 是 任 取 的 ， 故 1(w) 在 L, 上 连续 。 证 完 。 
定理 1.6 ” 设 天 是 映 世 ,入 民 : 的 拟 正 定 自 共 恩 全 连续 线 性 算 
子 ， 并 且 映 上 ,入 上 ,全 连续 。 B,-ie|ecL, jejzx«n. W 
limmax J (9) —J, (o)|= 0, (1.15) 
证 设 〈1.15》 式 不 成 立 ， 则 存在 s> 0 , (MARFIN? 
(不 失 一 般 可 设 诸 m 均 大 于 mo，#o 如 引 理 1.3 所 述 ) Ee. GB. , 


使 
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J(g,)— J, (p, >E (1.16) 
《注意 (1.7) 式 ) 。 因 为 L, 是 自 反 空间 ，B, 是 Ls 中 的 有 界 凸 H 
集 ， 故 存在 {9,,} 的 一 个 子 列 ,不 失 一 般 , 可 以 假定 就 是 (o, } 本 
EE SCEXOSCB.. BODRA HERNIN, 
KORES ECE: 
Wk, HER o Sii 
J (g,, )—7, (@.)2e, 


根据 定理 1.2 可 知 ， JGDRUV,, (9) 都 是 弱 连 续 的 ， 注意 到 
e. Bike. i 
JG) —J, (99926 


但 另 一 方面 ， 根 据 定理 1.5， 
lim Ta 5T (9,) 


产生 了 矛盾。 因此 〈1.15) ARY. 定理 证 完 。 

在 做 了 以 上 准备 之 后 ， 下 面 讨论 线 性 积分 算 子 的 分 解 问 
RH. 

WmesG«-oo, EH (1.10 式 定义 的 线性 积分 算 子 开 是 
上 映 志 :入 过 :的 自 共 罗 拟 正定 全 连续 算 子 ， 根 据 Hilbert 空 间 自 共 
MATERS, KW EIN | 


Ke= Y; 29) y(x) . (1.17) 
p-1 1 
S XK AE BOETDRKC IF. 
Kig- > VHTU o0 (1,18) 


其 中 ei 一 sign4i。 
对 任 给 & = ($1, és, ..., p e) €L,, 定义 


^ Ée 
olx E) = 》 VOD. (1.19) 
2 


显然 ， 若 pEL,， 则 2 (i, 9» 一 Jo 有 < 二 co， 因此 着 令 
i=1 


$((9)— (9,90, ECP) =E (p), Elp), =, Eip), 2, MH 
£(9)€l,,. di (1.18) , (1.19) RA 


Kip-o(xi£(Q) (1.20) 


TFHEPWHEK AE BOEAHREKC dH MER. 
引 理 1.7 dimesG-— rco, KERL ALWE $ B 3k 
Si 4 XESEITERLA EET, 3EERB#BRL A L,2 £ 2, MEREL, 


HK PEL, . 


证 给 定 pEL,。 若 p=0， 则 Kip==0EL,, FRO, 
令 
ocaso = yE GD, (2D 
任 给 s> 0， 由 定理 1.6 知 存在 和 V>> 0 不 失 一 般 性 ， 可 RN > 
no, nolll3| EE 1.3: xRO , EXE tA n>N, m> 0zG0€B,— 
t(D ELI lOS 11, RA 
EERO I T (1.22) 
HKBhL A L,KL,C Lj 0 (s)=1K60€L, 所 以 w(x;é 
(9)€L,, Ontan GE) —o,(G $(GD0€ L,,. WisHahn—BDBa- 
nach 延 拓 定 理 知 存在 z(x)ELc，1z(x)1=1， 使 
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CERERI —o,(x:6(9)) = C 4, 5 £ (@)) 

—o,x:é(9)) ,z(x)) (1.23) 
H (1,21) 式 及 柯 西 不 等 式 知 

(on(X3ECD)) 一 On(X3ECD))，2(X)) 


n+m 
= >; Bo (Pisz) 


im=n+ 1 


i 


ntm 


«( X Go?) (S Sum ) 


i=n+1 Peu] 


«iet ( > qun. y. (1,24) 
=n+1 
UEXCOEDNnINInagNAD0, W3Wn>=N,m> 0 时， 有 
(0.2) 2 NS (unt? 
(Y at l4] Quay -(i ote) 


- au) -J.G»À, (1.25) 
H (1.232 . (1.22 , (1.25). .K (0,22). Xl, 2n N, 
m> 0 时 
lont E(0))—o,Cx; Ep)) fo 


«lol QU us) JG» «e (1.26) 
所 以 {o,(x3E(2))) 是 一 中 的 柯 西 序列 ， 由 于 工 ,是 完备 的 ， 故 


limo,(x;8(0))=o(x;6(@))€L,,BFBBK2o6L, iE Z. 
由 引 理 1.7 知 ，(1,18) 式 定义 的 算 子 KRL AL, YET 
3p, MB K BAERIRLIALJSMCTM, K^ REH, BU 


Ho= Kšo, (1.2 
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TÆ, HÆL ALIAT. 
定理 1.8 设 引 理 1.7 的 条 件 成 立 ， 则 五 是 映 上 ; A L, 的 全 
连续 线性 算 子 . 
证 设 wiEL:(R 一 1，2，…)，pocL ， 并 且 在 工 , 中 
MARKT. 由 0.20 、(1.27) X9 
Hoe,=o(x;£(@)), Hg9o-o(xi£(po). 
对 k= 0,1,2,7, 4 


- (y; Pi) ei 
NET )= -一 一 一， . 
Onl X E(P) > JU VOX) 


Wi (31.260 式 的 证 明 可 以 证 得 对 任 给 s> 0 ， 存 在 自然 数 NN， 
fit X] — V Enc Nm 0 的 自然 数 m,m， 有 4> 0， 且 
[Conta E 56089) — 0, aqac£()))J 


LOED OEP DDI (im 1,2,). 
因为 上 式 对 任意 自然 数 m 都 成 立 ， 故 


| S Piest A 


po <> (k=1,2, n>N) 
|? 


imn 1 
(1.28) 
另 一 方面 ， AAAF 故 对 一 切 i = 1，2 ，…， 
f lim(9,—95,9.) = 0. f 
所 以 对 上 述 给 定之 e> 0 MN, FERo Hkk ti, A 


| (9;— p09) | ë 20 " 
OM s WGOl GEL 2, , N). 


(1.29) 
H (1.28) 及 (1,29) 式 可 知 ， 当 8 宇 ko 时 有 
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lHo — Hool,= lolx) olx, GI, 


N 
<> | (一 a TAR 


VJAT 


«| x° a a | ) 


limHo,- He», 


3x 3e BH TEL pE — e ES Sy PAR R L rB i Wk S 
HU. H FL, H REI SETRRL.NL, 的 全 连续 (线性 ) 
算 子 ， 证 完 ， 

对 任 给 w(x)EL,， 定 义 算 子 了 了 如下、 


Ty= y Gee y (x) (1.305 
根据 定理 1,5， 当 ELs 时 


X Gs PM 
i] ! 


因此 TyEL,。 这 表明 7T 是 一 个 映 L 入 上 ,的 算 子 ， 

定理 1,9 ” 设 引 理 1,7 的 条 件 成 立 ， 则 由 《1,30》 式 定义 的 
#TTEHWJ3SOW r, BBH*=T. Nik, TEB L.A Lg 全 
连续 线性 算 子 

证 由 九 及 7 的 定义 知 ， 对 任 给 pEZ， ，%6ELZ，， 

(Ho, 9) = (o, Ty). 
Bit, TJRH3tSS ET, HERLAH, LL 2 E 
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线性 算 子 ， 故 7 了 ;上 ,> 上 ,也 是 全 连续 线性 算 子 .证 完 
根据 这 一 定理 ， 映 ,入 L, 的 全 连续 线性 算 子 瑟 的 共 轿 算 子 
腾 * 可 以 由 下 式 定义 ， 对 任 给 BEL， 
guy; Cue y. (1.31) 
注 1.10 检查 上 述 各 结论 的 证 明 可 以 知道 ， 在 mesG= 
co 的 情况 下 ， 如 果 KK (把 久 看 作 映 上 ,入 工 ,的 算 子 ) 的 一 切 特 征 
函数 都 属于 Ls， 则 本 节 上 述 全 部 结论 仍然 成 立 ， 
设 开 是 映 工 :入 工 : 的 拟 正 定 自 共生 全 连续 线性 算 子 ， 设 4 < 
A Se SAn LOEK A E TUBRAEI S 9.00] 1 x Em) JE 相应 
TUl1sism Mmm IEEE, JH CU ERY Y, s 
名 在 二 :中 张 成 的 m 维 子 空间 ， 互 “2 OR H O ELp hh h 
空间 。 用 尸 ,和 已 ,分别 表 示 由 了 :到 瑟 CO WH OO 的 投影 算 +. 
定理 1.11 设 0 <mesÇG=<co* IK Eh L, ALW MWEE 
BH 3E SE XE SE ER MORIA TET, JEBIBLLAL AES. W4 把 天 
看 作 是 映 L, 入 上 ,的 算 了 于 时， 有 
K=H (~P+P,) H* (1.32) 
ARUBHRTUE*A SR (01.27. (1,30 REX, HHH: D, 
Lag, H*. L— L, H BJ 3503 T, 
šE ” 当 Y%EZ: 时 ,直接 ep nA K = HCO- PE PI) HS. 
由 定理 1.8、 定 理 1.9 及 注 1.10， 可 知 五 (一 Pi 十 P，) H*üb 
了 入 二 全 连续 ， 注 意 到 天 :了 ,一 了 连续 及 元 :0 工 , 在 二 中 S, 
UOHEAVCL, dU Ky - HC-P, P) H*y, Bl (1.32) R 
RY, HEM SAH: L: >L, E. 


* 如 果 mesG= 十 co， 则 我 们 假定 区 《作为 映 上 2 入 上 2 的 算 子 》 的 一 切 fy E IS 3: 
都 属于 La (参见 注 1.10) . 
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注 1.12 ”在 定理 1.11 中 ， 如 果 开 是 正定 算 子 , 则 显然 P, = 
$, 已 :=7， 从 而 (1.320 式 可 以 写成 
K=HH* (1.33) 
利用 Orlicz 空 间 理 论 ， 可 以 到 到 下 列 结果 ， 
定理 1.15 设 mesG 过 十 co。 设 线性 积分 算 子 上 是 RLA 
工 ; 的 正定 自 共 轿 全 连续 线性 算 子 。 设 NN 函数 必 (w) 快 于 wu ， 并 
且 玉 是 上 映 已 v 入 了 的 全 连续 线性 算 子 ， 其 中 V(o) 是 M (u) 的 余 
入 函数 ， 则 存在 全 连续 线性 算 子 末 ,L,->L%， 使 得 当 把 天 看 成 
是 上 映 忆 入 1 的 算 子 时 ， 有 
K=HH*, (1.34) 
XE, H*.E.LIGERHWIJ SSH T fE E HRA. 
WEB] LM, A, Kpacsocezxsckus, 3, B. Pyrunguü( i). 


附注 ”关于 线性 积分 算 子 的 分 解 问题 ，A。Hammerstein 
[1) 和 M.Golomb[ 1 3 就 已 分 别 讨论 过 。 疡 空间 中 线性 积分 算 
子 分 和解 的 车 于 主要 结论 是 由 M.A,kpacHocenpCcKH 益 《2]、 
(39M, M, Batt&6eprC 1 ]、[2 ) 获 得 的 ,本 节选 自 M.M.Ba 
ñu6epr( 1 J, M, A, Kpacnocezscxuit, II, H, 3a6peñäko, E, 
M,IlyeruasHuk£fII,E, Co6onaemckuüdk EK z #( 1 tE, X 
工 ,中 线性 算 子 的 分 解 ， 进 行 了 深入 有 趣 的 讨论 。 

在 Orlicz 空 间 中 ， 线 性 积分 算 子 的 分 解 问 题 的 讨论 XM, 
A,KpacBoceasckuit 3. B. .Pyrunguñn(12 

REFERER- LU UR VET XB h Ka LRR 
RAK XGESCIOD. 

关于 线性 算 子 分 解 的 其 它 类 型 的 结论 ， 由 下 ,EE,Browder 
#AC.P.Gupta(1 J 获得 ， 
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本 书 将 在 第 四 章 $2 中 叙述 FE.E.Browder 和 C,P.Gupta 
的 结果 ， 


$2 具有 正定 核 的 Hammerstein 型 
非 线性 积分 方程 的 可 解 性 


本 节 利 用 变 分 方法 研究 具有 正定 核 的 Hammerstein 型 非 
线性 积分 方程 
eG) =| kf second y Ap (2.1) 
的 可 解 性 ， 其 中 C 是 * 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 可 测 #, 0 <mesÇ 
Xo. 
Ko= | ka, o) oGndy. (2,2) 


在 本 节 中 ， 使 用 如 下 假定 ， 
i?f(x,u) 满足 Caratheodory 条 件 ， 并 存在 p 宇 2 ,a(x) 
20,aG0 €L, (p-'+q''=1), ER 
If Gc, | Sa(x)+b|u|?"! (2.3) 
2°R (x,y) 是 正定 对 称 核 ， 由 h(x,y》 确 定 的 线性 积分 
算 子 玉 映 上 ;入 上 ,全 连续 ， 映 L 入 LL, 全 连续 ， 车 mesG= +co, 
则 我 们 还 假定 K〈 作 为 映 L, 入 ;的 算 子 ) 的 一 切 特征 函数 都 
属于 上 L，( 参 见 注 1,10》。 
为 了 能 够 利用 变 分 法 研究 方程 (2 .1) 的 解 的 存在 性 ， 
需要 做 某 些 准备 ， 
由 于 1"， 由 f(x,4) 确 定 的 Hexmukn 间 算 子 
fp= fix,o(x)) (2.4) 
ARELQJALYESE. ARAT CIS OE 2,20 对 任 给 wp 
142 


€L, 4 
o= [ ax" f(x, u)du, (2.5) 

512.1 Wi umor, M 

Cio H (2.5) 式 定义 的 2(o) 在 整个 六 上 有 定义 3 

Gi) ERRAT, 3E Hf-- grado, 

šE 先 证 (i》. 设 wpEL,， 由 积分 学 中 值 公 式 知 

F f x u)ducf(Gx,0€x)9(x))9OO, (2.6) 
其 中 0 <9(x) 1 。 车 将 0(x) 取 为 满足 (2.6) 式 中 的 最 小 者 ， 
4525 — S x 82, 5rp io; (0 — 9 (Gn a, B, kis i) 可 测 性 的 证 
明 方 法 ， 即 可 证 明 0(x) 是 G 上 的 可 测 函 数 ,因此 090(x)p(x)EL,， 
从 而 f(x,0(x)w(x))EL，,。 所 以 ，f (x30(x)p(x))p(x)ELI ,由 
(2.6) 式 知 P(8) 存 在 .(i) 获 证 。 

再 证 (ii》, 事 实 上 ， 对 h(x)EL, 有 


1 1 P (z) +th (a) 
T+(@(g+th)—@(0))= + | dx | f(x u)du 
t t G 9 (x) 


=F f AOP HO cokicoymoods 


= [ EPO H OAD FPD hd 


+ | fe P(X)) h(x) dx, 
其 中 0 0.(x) 志 1 是 可 测 函 数 《 只 需 取 91C(x) 是 满足 上 式 中 的 
最 小 者 即 可 ) ,注意 到 f 的 连续 性 ， 有 

rco (pF th) —6 (9))— | eoo h(x)dx 
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<|f(e@+10 A) —fol,*|A1,. 
所 以 
lim--(d(e- th) - O= Co), 


这 表明 f= grado, 3] S iESE., 
因为 2 成立， 所 以 ， 根 据 定 理 1.11 及 注 1.12, 开 可 以 表 为 
K-HH*, (2.7) 


其 中 机 =K3,L, 一 是 全 连续 线性 算 了 ，H*, 工 >L; 3: HI 
共 示 算 子 ， 它 也 是 全 连续 的 ， 

引 理 2.2 正定 核 Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 (2.1) 
在 上 ,中 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 

$= H*fH% (2.8) 

EL pH. 

E EDE (2.1) 在 L, 中 有 解 po。， 则 po 二 Apo = 二 Kfpo = 
H H*fo,.BibLH*fo,— H*fH (H*fg,). ,这 表明 H* fp。 是 
方程 (2.8) WR. BRHP EL. 

若 方 程 (2.8) 有 解 poE€L;, 则 Hyo。= HH*fHy。= AHy,, 
BH RUPEE OLD 的 解 .显然 了 HyoEL,. 证 完 ， 

设 D(9) 由 (2,5) 式 定义 ,对 JEL,, 令 


yy) = -DHY). (2.9) 


则 根据 引 理 2,1 知 罗 在 整个 人 ,上 有 定义 。 
31382.3 81,2 成立、 则 
gradU 2I —H*fH, (2,10) 
FAYEL, LRR TESZ PR. 
证 根据 引 理 2.1,grad 中 =f. 所 以 ， 对 于 hEL,s,, 有 
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lim HOCH GE) - OCHO 


=lim+(@CHy+tHy) -$(H)) 


-—(gradb( Hy), Hh) - (EH, Hh) 
—-(OH*fHy,h), 
TJkgrad (CH y) — H*FHy.55 —7j ii, HAEL: E 


-„ 工 | 工 . 1 2 

limi typt — 1912 ] 

ynn lÍ lpp lja? —Liyj? 
=lmi[ Lipton e Leti Ey] 
s 1.42 la 

=lim[ (ph) 14A] ec». 


Bibl, grad(J-Ip]*) C9. Bit, grad - I — H*FH , 


EXgradG (Hy) - HE Hy, HY H ,L,L, Ee W # 8 
子 ， 故 由 附录 定理 3.7 知 CH) 8868328. TEL pl 是 


弱 下 半 连 续 的 ， 即 若 加 ->yo， 则 必 有 
Twin put, (2.11) 
用 反 证 法 ， 设 (2.11) SOROR t, Milyo >limt 
TAR GE.: 
ipl >te>limt jy]? (2,12) 
WEE (UM EA 9 tom jud Ch 1, 2,7) .由 Hahn- 


Banach 定 理 ， 存 在 1€L; ,使 = 1, ly m lyol F E 
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IG.) «II e Rll— les io (8=1,2,.), 


HU, vus HA 
lpo 1 po lim Gs ) ce. 


Ke Q 1D SUPR CC LOS MÄEL ERO 弱 下 


FERLA ERNO NEREAK CU REL. p SS FE 
利用 上 述 三 个 引 理 ， 立 即 可 以 得 到 ， 
定理 2.4 ” 设 条 件 1" 和 2° 成 立 . 设 罗 由 (2.9) 式 定义 . 则 方程 
《2,1) 在 L, 上 有 解 的 充分 必要 条 件 是 pg 在 L, 上 有 临界 点 ， 
推论 2.5 设 条 件 1 "和 2° 成 立 , 设 罗 由 (2.9) 式 定义 .如果 妙 
TEL, E38 制 , 即 
limV (y) = +o, (2.13) 


Idi g eoo 


则 方程 (2,1) 在 ZL, 上 必定 有 解 ， 
下 面 讨论 Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 (2.1) 解 的 存在 
tE. 
定理 2.6 设 条 件 1 ”和 2° 成 立 ,又 设 存在 0 <?< 2 ,b(x)G 
Lij,,c( X) EL 0 «ac A,(4,27 0 是 开 的 最 小 特征 值 ) ,使 
['fix,oodos Sut e boo Iu 7 +e, (2.14) 


则 方程 (2,1) 在 Ls 中 至 少 有 一 个 解 ， 
证 根据 推论 >.5, 只 需 证 明 (2.13) 式 成 立即 可 .由 (2.14) 
式 知 ， 对 EL，， 有 


wy) = 二 Il :一 f daf a> 
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2l, Hp) | bw HY dx 
G 
-| c(x)dx 
G 


>l ly On Hy) -b OI. Hpo 


Es 


=Å hpl- AUG b OC pte, 


1 . 0 2 i! 1-4 
=z ly] 22, l9l*—b5i4,* ly} C, 


1 tb, A yp i 
=3(1— Ib M Teu. (Q5) 


Y 
2 


其 中 6 一 (] olds), eio | ecodx. 由 (2.15) R, 


知 (2.13) 式 成 立 . 证 完 。 
推论 2,7 设 假设 成 2* 立 .又 设 /(x,4) 满 足 Caratheodory 
条 件 , 并 存在 0<?>< 1 bD ELR eC) EL RE 0 <c< (A >00 
是 天 的 最 小 特征 值 ) ,使 
|f Gr: ] alu] +b) lu]! +c(x), (2.16) 
则 方程 (2,1) 在 上 ;中 至 少 有 一 个 解 。 
证 对 任 给 pEL: ,由 bx)EL: 知 


| ce) |@(x)|!""J'dx 


[f eot ax | | coy (1-7) Trda] 


«To. 
BUEH ORAR, AL: ,根据 第 二 章 定 理 :2;21: 知 ， GC 
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1° 成 立 ( 取 p= 2), *4uZ 0 时 ， 由 (2.16 式 可 知 


2e 


f. fix, v)dv« 1 z% 2+—— u: -Fo(x)u, (2.17) 


当 4< 0 时 ， 由 (2.16) 式 又 有 
[iem f fva 
0 u 
<| calo] +b(x) |v| 7" --c(x))do 


qat 00. lule E eCx) |ul. (2.18) 
用 与 (2.15) 式 相同 的 证 明 方法 ， 由 (2.17)、(2.18) 两 式 可 
以 证 得 (2,13) 式 成 立 , 根 据 推 论 2,5， 方 程 (2,1) 在 上 ;中 至 少 有 
一 个 解 . 证 完 . 
定理 2.8 设 假设 1 2 RE, fix M) ETE, 并 存在 d(x) 


CL p» 28yo P, po 2 时 y=o0)， 使 


fiu) dx), (2.19) 
XdOO IK T, 1 CRPIK IL EW KER BL ALL, BS 2x 
性 算 子 时 的 算 子 范 数 ) ， 则 方程 (2,1) 在 L; 中 至 少 有 一 个 解 。 
证 考虑 由 (2.5) 式 定义 的 泛 函 PD, 由 引 理 2,1 知 f 一 grad 中 ， 
从 而 


1 1 
DV) =P) + | ctam, odt= [ctae pdt, (2.20) 
BA, EEL, 又 有 
ph = (00,0 | G^ eoo, dr, (2.21) 


其 中 人 是 f 的 导 算 子 。 在 (2.21) 式 中 , 以 tp 代替 0， 再 以 2 代替。 
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得 到 
1 
Gg), (10,9) +t fco ds 
=(f0,9)+ | F copo, edo. (2.22) 


把 (2.22) 式 代入 (2.20) 式 ， 得 到 


1 t 
o) - 00,9 | dif Copyo,e)dc 


I 1 
-d6,9) dof (f (op)p,p) dt 
=op) | « 1 —oX(f'(o9)p,g)da 
1 
= | fx, 0 )w(x)dx+ K 1 —oc)do 


[fcrom Cp) dx. 
再 由 (2.19) 式 知 
e) «aol, 5 1deol,lel?, (2,23) 


Kha=]f0l,. 
对 任 给 wEL,， 
LH *w|: -OIT*o,H*o)* (HH*o,o) 
=(Ko,o)<|Kol,lol,< KI IoN. 


Bobo I HISK AHI = HH AKI Qu 2326 
可 以 得 到 ， 对 WEL:, 有 
oO sa K yh + ld KL. 


从 而 
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W= ilp- DHY) 


>C -dLKID yl- alK HP ol. 


iEXIId OO IK I 1 ， 故 (2.13) 式 成 立 . 从 而 方程 (2.1) 在 
局 中 至 少 有 一 个 解 . 证 完 。 

注 2.9 现在 比较 一 下 条 件 (2.14) 式 和 (2。19) 式 .由 (2,19) 
式 知 


[feciodue dd ut for, 0 )u (u2 0), (2.24) 


(2.24) RE (2.14) 式 具 有 的 一 个 优点 就 在 于 w* 的 系数 在 
(2.140 式 中 是 一 个 常数 ， 而 在 2.24) 式 中 可 以 是 一 个 属于 
元 的 函数 CX po 2 时 该 函数 可 以 是 无 界 的 ) 。 因 而 在 某 些 情 
况 下 ，f(x,4) 可 能 满足 (2.19) 式 ， 但 不 能 满足 (2,14) 式 ,例如 
f(x,u)=g(x)u+ h(x)sin'u+r(x) 

GEB g GA GO JEICT LL B9 3E ff 76 37 PRO. REE. 
条 件 (2.19) 式 比 (2.14) 式 更 容易 检验 。 

下 面 讨论 六 (x,y) 是 本 性 有 界 核 的 情况 。 设 

3° 0 <mesG<< 十 ce; 氏 (xyy) 是 正定 对 称 核 ， 并 且 


ess sup|k(x,y)|=M<+<e.,. (2.25) 


4° f x uw lilijüCaratheodoryZ& fF, # F TE 1 <q<2, 
满足 ， 对 任 给 r> 0， 都 存在 a,(x)EZ。， tE |u] <rt 


|f Cx 0 | <a, (x). (2.26) 
由 于 3” QER mesG< +o), WKEL AL: 全 连续 ， 
BL AL yE 5. 
假设 4 显然 比 假设 1 广泛， 
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KOC nn 


rN Lu 


EGG 


tUU 8y 


NM 


332.10 DHB03 FAT R Ar. 又 设 存 在 0 <y< 2 ,b(x) 
€L: ,c(x)C€LK 0 <a<), CA, 是 开 的 最 小 特征 值 ， A120), 


使 得 
[foc des ut +o) ulte, (2.27) 


则 方程 (2.1) 至 少 有 一 个 有 界 解 . 
证 首先 证 明 ， 对 任 给 gEL;， 都 有 
ess sup! K*yGO | < Ml (2.28) 
事实 上 ， 设 yEL, 给 定 ， 令 
G1= {x€G|IKiy(0)1> M* My. 


signK3y(x), 车 xE€G1， 
ax) = 
0, Zx€GNG,;. 
于 是 ， 
(Kiy, = qi KO pac Koo pp ciu. 
(2.29) 
由 于 


(Kh, = [ | k(x,y)h(x)h(y)dxdy<M(mesG;,)°, 
64146, 


故 由 (2.29) 式 可 知 ， 必 有 

(Kšp,hy<Mš |y]mesG, (2.30) 
但 另 一 方面 ， 若 mesG,> 0 ， 则 

(Kiy,h) = |. Ly Go ldx> M*lyImesG,. 
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此 与 《2,30》 式 矛盾 . 故 必 有 mesG1 = 0. 因此，(2.28) 式 成 
立 。 

考虑 由 (2.9) 式 定 义 的 泛 函 下 .由 (2.28)、(2.26) 两 式 易 
知 ， 风 在 整个 L。 上 有 定义 。 由 (2,.27) 式 可 知 (2,15) 式 仍 成 立 。 
故 存在 R> 0 ,使 对 $E{9ELs|1p|==R}， 有 


PSEA). (2.31) 
令 D= {{pEL ipl 志 R} .由 (2,28) 式 可 知 当 ED 时 ， 有 
esssup| HyGO | «M? Io MR. (2.32) 


4 
(fo, Xu M RM, 


| ; 1 
fix.) | f(x, M? R),*4 u> M Rī}, 
\ For, — MIR), Suc - M° RW, 
H$ 
CA 


显然 , SPERM, VOV. QD. H f Guy WE B°, 
故 由 引 理 2.3 知 
grad, =I- H*ft, H 
其 中 fi 由 fip=fi(x,p(x)) 定 义 ,由 (2.31) 式 并 注意 到 Mly 
«RB, V(y) S V,(Q) ,可知 必 存在 Bo(x)ELK, , poll «RE 
Z (0) —infP (0). 
TE, p= H*f, 0 注意 到 (2.32) 式 ， 所 以 
= H*f Hy, H*EHy,. | 
由 引 理 2.2 的 证 明 可 知 ，HY。, 是 方程 (2.1) 的 解 ， 显 然 | 有 yu 


过 MER, 即 有 HV, 是 方程 (2.1) 的 有 界 解 ， 证 完 。 
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推论 2.11 设 G 是 R* 中 的 有 界 闭 域 , 设 k(x,y) JG x GE 
的 连续 正定 对 称 核 ，f(x,4) :Gx R >R E. EEEO «v 
二 2，b(x)EC, c(x)EG 及 0 «ac (4,7 0 &K B] DNE 
特征 值 )， 使 得 
['fosodvs Sut toco ul 77 ed), 


则 方程 (2.1) 至 少 有 一 个 定义 在 G 上 的 连续 解 。 

证 显然 ， 在 推论 2,11 的 假设 下 ， 定 理 2.10 的 全 部 条 件 成 
立 , 因 此 ， 根 据 定理 2.10， 方 程 (2,1) 至 少 有 一 个 有 界 解 。 由 于 
k(x,y) 连 续 ， 故 易 知 该 解 必定 在 G 上 连续 .证 完 。 

定理 2.6 中 的 一 个 主要 条 件 是 (2.3) 式 .利用 Orlicz 空间 理 
论 ， 这 一 条 件 可 以 放宽 .例如 ， 可 以 证 明 下 列 定理 ， 

定理 2.12 设 (1)F(x,x) 满 足 Caratheodory 条 件 ， 并 且 存 
在 c> 0, b>0, fHibxHMEAÉx€cG, wcR', # 

|f(x,u)| <b+ et, 
(2)RCx,y) 是 正定 对 称 核 ， 并 且 存 在 s> 0 ， 使 得 


| | explike, 0 lt *dxdy< oo 

G 

(3) 存 在 0 «y« 2 ,b(x)C€L;,c(x)C€LK 0 «ac4,(1,0 
Y 


是 开 的 最 小 特征 值 )， 使 得 (2.14) 式 成 立 。 
则 方程 (2.1) 至 少 有 一 个 解 p*(x)， 满 足 


| exploto da< +o, 


BOCeJbckud jA., D, Pyrankuðl 12. . 


附注 利用 变 分 方法 研究 非 线 性 积分 方程 的 工作 ， 最 早出 
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MM MELLE n REM 


现在 G。Fubini1913 年 的 文献 [ 1 J 中 ， 随 后 ， L.Lichtenstein 
(120622, A.Hammerstein( 1), M,Golomb( 1 2( 2 ) # E, 
Rothe( 1JC 2)C3) 等 人 者 发 展 了 非 线 性 积分 方程 理论 UN E 
4 Ji iE. M. M.Bainóepr( 1 2 3 M. A. Kpacsocensckuit 
51] 总 结 了 苏联 数学 工作 者 在 这 一 领域 中 获得 的 突出 成 就 。 

E 382.635 EM. A. Kpacnoceunscksa( 12, 'L X T E 
定 对 称 核 Hammerstein 型 积分 方程 可 解 性 的 主要 结 果 之 一 ， 
A 2.84 SUA CET LE 3€ 2.10 W E M. M. Baia6epr 
C12. 

与 本 节 内 容 有 关 的 进 一 P yb XM.M.Bais6eprC 32, 
D.G.de Figueiredo 和 C.P.Guptal 3 ),C. P, Guptal 2 3, 
W,Y,.Petryshyn 和 P.M,Fitzpatrickt 1). 


$3 具有 拟 正 定 核 的 了 mmerstein 型 
非 线性 积分 方程 的 可 解 性 


在 本 节 中 ， 将 利用 变 分 方法 研究 具有 拟 正 定 核 Hammers- 
tein 型 积分 方程 


eG) | kx DEPO d y= Ao (3.1) 


的 可 解 性 ， 其 中 G 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 可 测 集 ，0 <mesG 
委 十 co, 设 天 是 由 &R(x,y) 确 定 的 线性 积分 算 子 。 设 
1*f(x,4) 满 足 Caratheodory 条 件 ， 并 且 在 在 p>> 2 , a(x) 
Z 0,a(x)CL (p +T D= 1， 使 得 
|f Cx,u) | a(x) t blu|7*. (3.2) 
2*kh(x,y) 是 拟 正 定 对 称 核 ， 并 且 由 k(x,y) 确 定 的 线性 积 
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DATKEL: AL, PER, B L AL, Wk; #mesG= 十 co, 则 
EREK (EAWBL,AL,MW 3) WR ERR TL 
见 注 1.10〉 .由 假设 2* 及 定理 1,8 可 知 ，K 的 本 质 平方 根 右 是 映 
工 , 入 上 ,的 全 连续 线性 算 子 . 设 们 <4 < 之 人 <0 ( 1 Si<m) 
是 下 的 全 体 负 特征 值 ， 相 应 的 就 范 特征 函数 为 {pg,(x)j| 1 <i< 
m) HHO RREY Yrs PEL PRERA ET 空间 ， 
HO SH O ELPRE. HP MPA $ 2 H 
L,B|JH O MHO 的 投影 算 子 ， 
引 理 3.1 设 1* 和 2 成 立 , 则 方程 (3.1) 在 L, 中 有 解 的 充分 
必要 条 件 是 方程 
(—P,+P y=H*{HY (3.3) 
EL: PAR. i 
ut 若 方 程 (3.1) 在 上 ,中 有 解 p。,， 则 根据 定理 1.11 知 开 = 
H(—P,+P,)H*, ik 
9,—49,— Kfo,—- H(—P,-P,)H*fo, (3.4) 
以 (一 已 ; P3) H*HERITE GG 0 RW Ww Æ 4 0. = (— P, + 
P,) H*fo,, 183] 
j,—(O-PLTEPQH*Hy,, (3,5) 
以 (一 Pi 十 ) 作 玫 在 (3.5) 式 两 端 ,并 注意 到 (— P, P)?- 
I, BC PtP p= HHY., Mp 7ifRG.O088 f, 
3E HA €L;. 
设 %。 是 方程 (3.3) 在 工 :中 HIR, MW P I+ P,)0 = H*- 
FHy, .该 式 两 端 以 日 (一 PP 十 Ps) 作 用 之 ， 即 得 
Hy,=H(-P1+P)HHY =KftHú. ` 
于 是 Hy,EL, 是 方程 (3.1) 的 解 ,证 完 。 mE 
HEL: e 
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WOQ)=—- (P+ Pay) (Hp, (3.6) 


其 中 外 由 (2.5) 式 定义 .由 引 理 2.1 知 多 在 整个 L。 上 有 定义 。 
引 理 3.2 设 1* 和 2* 成 立 ， 则 
gradU —(—P,4-P,) —H*fH, (3.7) 
并 且 罗 是 5。 上 的 弱 下 半 连 续 泛 函 ， 
证 YEL: ACL;, 


t= 0 


"ETE 1 
lim ( — CP (UD eO CP ] 


=lim i 1 E _ 1 ] 
-lindf (Pp) OP h), pE (Puth, | 


-lin| - (Pip, h) 1 CP uo |= CL Pug lo, 


所 以 gradl — 1 (Pip, p) |= 一 Piy. 同 理 grad| $6.9.) ]- 


Py. H8] 2, 3ÉUERH , gradd (Hp — H*fH y. pj EG. 
式 成 立 . 由 于 一 PP :上 -> 上 ,日 *f 太 ,Ls,->L, 都 是 全 连续 算 子 ， 


BC TOP 9T OCHO ROBBIE IR. EA Py) 
ER TEER EpL Pato XEEEAHUCL;, 
' lim (pas P29) = (9o P9), 
FE, HP,0J B 3t961E, # . 
lim P29,,9) — (P: 9). 


XE BEP... 已 ,由 引 理 2.3 的 证 明 可 知 志 lyj 是 弱 下 半 


连续 的 ， 故 
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Tee dom SIP <img PN 
— llim 1 
=lim z Papapa). 


RIZ CP,0,0) 3538 F 362809 D TU ER TEE AO LESE, 


利用 上 述 两 个 引 理 ， 立 即 可 以 得 到 ; 

定理 3,3 设 条 件 1* 和 2* 成 立 。 设 到 由 (3.6) 式 定义 . 则 方程 
(3.1) 在 L, 上 有 解 的 充分 必要 条 件 是 罗 在 上 ,上 有 临界 点 

推论 5.4 设 假设 1* 和 2* 成 立 . 设 罗 由 (3,6) 式 定义 , Tag 
TEL, ER, 则 方程 (3.1) 在 L, 中 必定 有 解 。 

定理 3.5 ” 设 条 件 1* 和 2*# 成 立 . 又 设 存 在 0 <?< 2, bx) 
€Ls, cGOCL, aS}, (4: E: K BJ 26855] IË Be < BJ ff EF AE 值 》 , 
使 得 

[| fea|,ydu<aut +o) lulet) (3.8) 


则 方程 (3.1) #L,hB AS 4-8, 
证 根据 推论 3.4， 只 需 证 明 由 (3,6) 式 定义 的 罗 在 L, 上 强 
制 即 可 ,由 (3.8〉 式 知 ， 对 EL。， 有 


U(y)— (P, e 10s - 601) 
>- P, -Pp p) —a Hy, Hy) 
-Í b(x)] H9Oo)] :ax 一 | c(x)dx 
G C 
>-— (P, —P,)p, y) —aCHy, Hy) 


一 5 (Hp, Hp)  $—6,, (3.9) 
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Y 


; 2 m 

Kb, e (| boo), es | ecodx, RATES 
CP, Pose 140, Pop CP, EPA) 
=$ Pr ppl, (3.10) 


(Hy, Hy) Z= GOV Ky 7? 

=|Kšo|2 Ra non ppm (3.11) 
GI, Hy) -AK*y]* = KAP o +P) 

-IKÓP, yp? eK P ap KP, (3.12) 


RP p ap, WAAIDRAK P yo 一 于 区 


所 以 
K? 2 一 一 T | 2 
BH (3.12) 式 即 得 
(Hy, H=- IP. (3.13) 


H (3.9).(3.10).(3.11).(3.13)&, HERAA 0, $8 
P> (UP pi Papl- IP yl 


~b, IK? 9p o, 
(Ppl? + Papl?) — 5, KŻ Iye, 


之 - 


NE LS 


l9 12—5, L3 27 ly], 
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因此 多 在 L， 上 强制 .根据 推论 3,.4， 方 程 (3,.1) 在 L, 中 必定 有 解 。 
证 完 。 
ess suplk(x,y)| 2 M &« teo; (3.14) 
(2)/(x,u)WB E Caratheodory ği}, 并 存在 1 <q< 2, 
WE: 对 任 给 ”> 0 ， 都 存在 a,(x)EL,， 使 当 |4l 志 7 时 
[f(x ,uy| <a, (x); 
(3 ) 存 在 0 y« 2, DDEL, c(xz)C€CL,, ax4, (是 
大 的 绝对 值 最 大 的 负 特 征 值 ) ， 使 得 (3.8) 式 成 立 ; 
( 4 )mesG « 4 co; 
则 方程 (3.1) 至 少 有 一 个 有 界 解 。 
证 “ 令 玉 :是 天 的 本 质 平方 根 , 首 先 证 明 存在 常数 N> 0, 
使 对 任 给 %EZ。， 都 有 
ess sup| K ^pa) | <N pl. (3.15) 


事实 上 ， 由 (3,14 式 及 mesG 一 二 co 可 知 氏 的 一 切 属于 
工 z 的 特征 函数 都 是 本 性 有 界 函 数 .从 而 


b Gy) o kGs y) 2) PO 


也 是 Gx G 上 的 本 性 有 界 函数 ， 其 中 1(1 img K in 一切 
SUBE, VCI <i<m) 是 相应 的 特征 函数 , 令 K EK, 
b, (xyy) 确 定 的 积分 算 子 ) 的 正平 方 根 . 由 于 天 ,是 正定 算 子 ， 
故 和 由 (2.28) 式 的 证 明 可 知 存 在 常数 M,> 0， 使 得 对 任 给 JE 
Lo 8 
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ess sup| Ky GO | «M MT. (3.16) 
显然 ， 对 任 给 YEL。,， 有 


KwK | +2 


|y, Er [9,0 |. (3,17) 


由 (3.16)、(3.17) 两 式 即 可 知 (3.15) 式 成 立 。 

然后 用 与 定理 2.10 相 同 的 证 明 方法 ， 即 可 知 定理 3.6 的 结 
ERLER. 

为 了 研究 具有 拟 正定 核 的 Hammerstein 型 积分 方程 的 可 
解 性 ， 还 可 以 采用 另 一 种 方法 ， 即 把 具有 拟 正定 核 的 Hamm- 
erstein 型 积分 方程 归结 为 正定 核 的 情况 。 

先 给 出 某 些 预备 引 理 。 

设 R(x,y) 所 确定 的 线性 积分 算 子 映 工 :入 二 :全 连续 ， 令 其 
全 系 特征 值 为 {4:1n= 1 ,2 ,…}》，, 对 应 的 就 范 正 交 特征 函数 系 
为 人 9 = 1,2, BRAS 0,424,001, 2,0. BAKE S 


一 1 


A(x，2) 确 定 的 线性 积分 算 子 ,R= (天 一 -7 ) .入 


K,—KR, (3,18) 
因为 4 夺 0 ,4 二 4.(n 二 1,2 ,…)， 故 由 线性 泛 函 分 析 知 RE gk 
L, 入 工 : 的 有 界线 性 算 子 .因此 ,由 (3.18) 式 可 知 ，K 是 上 映 L 上 ,入 
工 : 的 全 连续 线性 算 子 。 

引 理 3.7 RK ,由 (3.18) 式 定义 , 则 KK, 的 全 系 特征 值 为 


b 

À 

[n= 1,2,'. 
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n 1,2 "相应 的 就 范 正 交 特征 函数 系 为 fj,(x) 


E 由 办 = 和 Ky, 知 (天 一 于 站 加 = (二 -一 于) 加， 从 而 


Ry,= 


42, 
A — À, Pas 故 


(1-2-)K, p= (1 — 3) K Ry. 


PEK ,对 应 于 1 一 -人 的 特征 函数 ， 


BEI, WAtx0, V*-0.BEU* — A*K LU* d RISE XA ATI 
RK-KR, W 
A*RK* — A*K Ry* = A*K ut J* 
从 而 


K t= Ky lig, 


Ho, 48301, EAC — AK j* V BF DL EXE 
AEA, EACL —4*)= A,JE BLUE K PESE RET ALBO ERE P C. 由 
ACI —A*) = AW —1— A 


下 面 假定 1* 和 2*# 成 立 ， 且 mesCG<< 十 ce。 
WEE XE FEROX, y) S] c RREN 
Ui sa stt Ans Anis Ans ttt), 
Hop, A, Sha See An < 0 <À), SAn S$. i.n 1, 
2 ,…} 是 对 应 的 就 范 正 交 特征 函数 系 . 取 4， 使 (> 14.1. R= 
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1 
(K+) , 
K,=KR, (3.19) 
和 由 引 理 3.7 可 知 天 ,的 全 系 特征 值 为 
4, ... 4, LTEM 
Ir ate, ， fede. L, 


这 些 特征 值 都 是 正 的 ， 其 中 最 小 的 一 个 是 1 +t, BREAK, 


是 正定 算 子 。 
H KJ B 3E#fübE E K HEX HAK :也 是 自 共 斩 算 子 。 
在 考察 方程 (3。1) 的 同时 ， 考 察 
p=K,fip, (3,20) 
其 中 f, 是 由 


fi Gu) cu S f Gn) (3.21) 


AEn ij Heusuxkna SET. (3.203X A0, 24 mesG — + coti] 


[f Cx 30] xia GO b, lult, 


其 中 6, = 1 16,a G0 1 € laGOEL,, BD RERLAL, 


的 连续 、 有 界 算 子 。 
另 一 方面 ， 根 据 定 理 1.11 


K=H(—P,+P.,)H*, 


RhH = KER KW 3KR3EJOB, HL Lo. H* Lu 
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LQ. KRIET a, dE L, dod H*(K+ 2 )= (K+ 


I)H*, KRBRERH*- H*R.+E, ELH 


K,=KR=H(-P, +P )H*R=H(—P,+P,)RH*, 
所 以 ， 开 ,可 以 延 拓 为 映 忆 ,入 靖 的 全 连续 算 子 . 延 拓 后 的 算 子 仍 
记 为 并 ，。 

313.8  Wbi*, 2*9 ur ,mesG —-- co, WJ 9, CL, E. 3 # 
(3.1) 解 的 充分 必要 条 件 是 ,是 方程 (3.20) 的 解 。 

证 ” 设 p,ELs 是 方程 (3.20) 的 解 ， 由 于 mesC<+co, # 
PEL: TÆ 


@,=KR(I+--f)o,=RK(I+-f)e,, 


(K+ 1I)e=K(I+ if). 


故 p,= 天 fp,， 即 p, 是 方程 (3.1) 的 解 . 由 于 以 上 推导 过 程 是 可 
逆 的 ， 故 若 p ,是 方程 (3.1) 的 解 , 则 p。 也 是 方程 (3.20) 的 解 。 
证 完 。 

上 述 引 理 的 意义 在 于 把 一 个 拟 正定 核 Hammerstein MH 
分 方程 解 的 存在 性 问题 归结 为 一 个 正定 核 Hammerstein 型 积 
分 方程 解 的 存在 性 问题 ， 

定理 3.9 ” 设 假设 1* 和 2* 成 立 ，mesG 二 十 co。 又 设 存在 0 
<y<2, b(z)CL:, c(x)€L,acA, (4 是 玉 的 绝对 值 最 大 的 


负 特 征 值 ) ， 使 得 
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| fn)do< Sun tbt |u| -r+ er) (3.22) 


则 方程 3,1》 在 工 ,中 至 少 有 一 个 解 。 
证 ”由 不 等 式 (3,22) 式 及 f(x, 汉 的 定义 知 


J ras dos wi tt oo lular), (3,23) 


其 中 ot 二 1 二 4， be*(x) 一 车 b(x)EE7 ， e*Go- Leo eL. h 


a<h, S atc 工 十 -全 ， 而 1 十 -党 -是 天 ,的 最 小 正 特征 值 .由 


(3.23) 式 并 根据 定理 2.6 可 知 方程 (3.20) 至 少 有 一 个 解 p,E 
工 ,， 根 据 引 理 3.8，%, 是 方程 (3.1) 的 解 .证 完 。 

注 5.10 检查 引 理 3.8 及 定理 3.9 的 证 明 可 以 知道 ， 如 果 pp 
一 2， 则 mesG<< 十 co 这 一 条 件 可 以 删 掉 。 

注 5.11 由 于 a< 0 ， 故 条 件 (3.22) 比 条 件 〈3.8) XE 
广泛 .因此 ， 当 mesC< 十 co 时 ,定理 3.9 是 定理 3.5 的 推广 。 此 
外 ， 当 mesG<< 十 cc 时 ， 定 理 3.9 也 是 定理 2.6 的 推广 。 

附注 利用 定理 3.3 所 叙述 的 方法 研究 具有 拟 正 定 核 的 
Hammerstein 型 积分 方程 的 性 质 ， 已 有 众多 的 文献 ， 例 如 可 
JL M.M.,Baia6Gepr( 1 JC 3), 定理 3,.5 是 利用 这 一 方法 的 一 个 

引 理 3,8 给 出 了 研究 具有 拟 正 定 核 的 Hammerstein 型 积分 
方程 的 号 一 方法 .这 一 方法 是 郭 大 钩 [7] 提 出 的 。 这 一 方法 的 基 
本 思想 可 以 追溯 到 G。L.Doliph 的 [1]. 定 理 3.9 是 郭 大 钓 币 用 
引 理 3.8 在 (7 ] 中 证 明 的 。 


164 


$4 具有 一 般 对 称 核 的 Hammerstein 型 
积分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 


在 前 两 节 中 ， 我 们 分 别 讨 论 了 具有 正定 核 和 所 正定 核 
Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 解 的 存在 性 .本 节 中 在 不 假定 
k(x,y) 是 正定 核 或 拟 正定 核 的 情况 下 ， 讨 论 非 线性 Hammer- 
stein 型 积分 方程 的 可 解 性 及 解 的 唯一 性 。 

考察 


p= | ko DEOD dy, (4.1) 


其 中 0 «mesG x + 0o, E 

C1) &(x,y) 是 对 称 核 ,并 且 由 AR(x,y) 确 定 的 线性 积分 算 
T+KBRL, AL, X8; 

(2) fix, E Caratheodory3%IË, HA dk E X b 
0, f#a(x)22 0, aGOCL,, fi 

fcx, u| alx) H-b| ul, (4.2) 
设 天 的 全 体 特 征 值 〈 不 计 重 数 ) 为 
4L <). < 0 <À <), KA xn. 


令 
9 (x) 
ew - | asf f(x ,o)du, (4,3) 
Wa E Aya Asa. , 4 
K,-K(—aK»", (4,4) 
fi Gx,u)=f(x,u)—qau, (4.5) 
$, (9) -0()- talpi’, (4,6) 
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eT eae EG 


由 引 理 3.7 的 证 明 并 注意 到 注 3.10 可 知 ，pvEL :是 方程 (4.1) 的 
解 的 充分 必要 条 件 为 p ,是 方程 

9-—K,fie (4,7) 
的 解 ， 其 中 fp 二 f(x,p(x)) . 仿 引 理 3.7 的 证 明 可 知 ,的 全 
体 特 征 值 〈《 不 计 重 数 )〉 为 

eLA aÀ n aL —a<À), a, 

把 六 :的 全 体 正 特征 值 所 对 应 的 特征 元 及 全 体 满 足 天 :9p= 

6 的 元 素 张 成 的 空间 记 为 媚 ,， 把 六 ,的 全 体 负 特 征 值 所 对 应 的 
HIEZCSE AR) Ei NH LS AR, H ,TIH ,都 是 K ,的 不 EF 
ZH, J3EBH EH 5 H :的 直 交 和 ， 


H=H,G@H,. 
4P TIP ,2y3| E HJH UH :的 正 交 投影 算 子 ， 且 
B,—K,P,, B,=—K,P,. (4.8) 


则 显然 了 ,和 28; 都 是 全 连续 自 共 轿 的 正定 算 子 ， 其 值 域 分 别 包 
REH AMH: P, ŽE 


K,=B,—-B,, (4,9) 

Dr 1] 21 

|B, |= a. 9 (8.1 a— À, ° (4.10) 
令 

B-Bi-BÍ, J=P,—P,, (4.11) 
出 容易 证 明 

JK,-K,J, JB=BJ, K,=7B:, (4.12) 
XIo€L,, EX 

P=} (0,9) 6, (B9), (4,13) 


则 仿 引 理 3,2 的 证 明 可 知 
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gradiy=J-— Bf, B. (4.14) 
引 理 4.1 设 假设 (1) 和 (2) 成 立 ， 则 方程 (4.1) 在 
工 , 中 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 
Jo Bf, Bo (4.15) 
在 L; 中 有 和解 . 
证 显然 只 需 证 明 ， 方程 (4.7) EL: 中 有 解 的 充分 必要 
条 件 是 方程 (4.15) ELFER. Bo EN E G.D 的 解 ， 
Jie, — K,f.o.. di (4.12) RË 


q,—JBBf,o,-— BJ Bf pa. (4,16) 
用 Bf, 作用 在 (4.16) 式 两 端 ， 并 令 y。== 了 Bf,p,:， 得 
V, —J Bf,By,, 


再 以 了 7 作用 在 上 式 两 端 ,并 注意 8JJ =I, B y = Bf, Bpo, 
即 %, 是 方程 《4.15) 的 解 。 
反之 ， 设 加 是 方程 (4.15) KWR, Jp =Bf BY， 于 是 
JBIj, 24 B'f, Bhs, 
再 由 (4.12) R, WJ’ By, K f, By. ERAJ’ =I, Br 
以 By ,= 天 ,fBV， 即 BY 是 方程 《4.7) 的 解 ,证 完 、 
对 任 给 gEL,， 必 存在 唯 一 的 YEH, o€H,, p= p+ 
中. 考察 泛 函 
Vp)=Vy+w), 
Wj34o€H pis, Y to) 作为 的 泛 函 ， 其 梯度 为 
grad U (y+o)—y— Bf (Bly— Bio)EH,; 04.17) 
当 #E 五 ,固定 时 ， 罗 (¥% 十 %) 作 为 o 的 泛 函 ， 其 梯度 为 
grad, VU (j--9) = -o+ BY, (Biy— PIO)EH,; (4.18) 
TU Co) B 56 BEON 
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Ute Km “和 he CA VISA A AG a o a arar HM Unica cq t —— à 


gradU(g)$—o- (B3 — BDf, (Biy— Bio) 
—grad,VU(y-- o) -- grad, V (g+ o), (4,19) 
定理 4.2 设 假 设 (1) 和 (2) Hx, X 
(3) 存在 整数 入 及 满足 
À < Uy Un e 1 AN+i (4,20) 
的 常数 wy 和 4w+,:， 使 对 任 给 gEL，,， 
uxllel^ -C S 26(Duuilel!-C.; (4.21) 
其 中 C, 和 C :是 常数 ， 
(4) X f£28o0€L,, h€L,, h0 


(F(ph) — fg, h) «Ay. 。 (4,22) 
则 方程 (4.1) 在 上 ;中 至 少 有 一 个 解 。 
证 X 
a= (usa Ti, B= (usa 一 pn) (4,23) 


RK: fixum, dí, Bi, Ba, B. J 分别 如 (4.4) 、 
(4.5), (4.6) 、(4.8) (4.11) 式 所 定义 .根据 引 理 4.1， 只 
需 证 明 方程 (4.15) 在 上 :中 有 解 ,由 〈4.23) 及 定理 的 条 件 
(32. C4) 可 知 
—flell^—c; <28, (<lo +e, ve€L;, (4.24) 
(f, (p) =f), ACn alh, 
vpEL,, hCL,, h«6, (4.25) 
取 ocH,lf s, 4& H(o)= (p(x)=0(x)+o(x) [9(O0 
€H ,) AE H (o) pZ Tiba V (o) CP (o) H (4.13) R XE 
30,8, MAUER C$9o-7y-o, V€H) 
VU (q) —V (d--o) 
=t dyl -lol D-8, (Bl Bio». (4.26) 
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tr BH bae, ao. (By 一 时) 关于 EH ,是 弱 连 续 
的 .注意 到 寺 |y 必 关于 %E 妃 ,是 弱 下 半 连 续 的 ， 故 到 (p) 一 到 他 


十 O) 关 于 YE 已 ,是 弱 下 半 连 续 的 ， 即 过 (9%) 是 妃 (o) 上 的 弱 下 半 
连续 泛 函 ， 由 (4.26) . (4.24) 两 式 可 知 对 pEH Co) 


V (e) V (G-- ey yl — lol?) 
2y tIl ol 
—BCQUBio|: +B o- 2e; 
>+ -pB DIY =F +8IB.lDlel 
-ie. | (4,27) 


H (4.232, (4,100 3X 


1 
An+1 — nt uei) 


812, ZEIT —üx)* 


- (yyy — Hx)" 1 1 一 
3 Ge T a Caen 7 si) 
«1. (4,28) 
故 由 《〈4.27) RA 
lim V(g)— oc, 
PEH (0) 
lei +ç 
因此 ， DFE: EH (o), 4E 
U(p,)-inf V (9) —oc, (4,29) 
PEH (o) 


下 证 到 在 五 (@) 上 的 极 小 点 是 唯一 的 .事实 上 ， 对 任 给 Y， 
REH ,,h3c0, BH (4.1 式 , 有 
(grad, (y --h-- o) grad, (j- Fo), h) 
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monem cep EAER. ED Plc m VP TH e re e PH M TB DH wana ME s 


1 1 1 
= jA? — (f OE oe Bioy- f Oy Boy, Bth), 
(4.30) 


XB h0, IH (4,30) , (4,25) 、(4.10) 三 式 可 知 
(grad, W (p+h+o)— gradi W (p +o), h) 


i 
BI — Art BTR 2 0; 


MBIA- OB, HH (4,30) RA 

(grad, V (y--h-Fo) -grad, P (Q+ o),h)=|A]l ^ 0. 
AL. HEB O, CH... 0, WE 

(grad, V (9-Fh--o) grad (+o), h> 0, (4,31) 
MURU (p)dE H Cw) EAR BWA AB109538 FA p +offló, +o, MM 

grad, V (y, co) grad, V (y, c9) — 0, 
gd (4,31) R, AV 

(grad,U (p: -o) —grad,V (y, +o), v;—41,2» 0, 
XU —^A P JB iV 4EH (Co) ERU AU, Am #H Co) 
上 的 极 小 点 与 最 小 点 一 致 ， 令 

d=sup¥ (po) 


下 证 d 是 有 限 数 ， 在 (4.26) 式 中 ， 令 y=0, 并 利 用 (4.24) 
式 ， 有 


U(o)— -tlel '—@,(— Bio) 
«- Lol Ea Bloji 1e, 
<- -Bi.lpilel* + 1e, (4.32) 


fi (4.28) XXHIUASERRBILB | 1， 故 由 《4,32) 式 可 知 
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lim V(co)2—ce6, 
le -十 二 


OCH, 


注意 到 (9,) «V(0-o)-V(o) MI 
lim¥ (po) 一 一 co。 


人 
因此 ， FEH.: PHARS: — (CH ,|lol|< F, 使 得 
d—sup(e,), d>sup V(9,), (4.33) 


其 中 os : 表 > :在 如 :中 的 边界 . HYECH, o€5S,, H (4,27) 
Ew 


V (9 o)7 C. - B1B. Dy 
-la eiipg -Se,. 


因为 8 如 < 荆 及 到 (0 十 o) 在 8$ :上 的 有 界 性 ， 所 以 可 知 存 
EH HRERS, EYES t, HEROES, WA 
V(y--0)»U(0-o)-1. (4.34) 
Wk, XH&-—^4o€S., U(G)DTEH o) BRE 小 Res quo 
Ap EPES, mU (pk T e|ly€S,, ocS.) F E# R 
的 ， 因 此 ，d < 十 cc .由 ad 的 定义 知 d> 一 co , 故 d 是 一 个 有 限 数 ， 
B(o,n—1,2,7c3,.4& 
linZ(g,)—d. 
由 于 工 : 中 的 每 一 个 有 界 集 都 是 弱 列 紧 的 ， 故 存在 {o.} 的 弱 
收 钦 子 列 ， 不 失 一 般 人 性 ， 可 以 假定 就 是 {o,} 本 身 ， 弱 收 你 于 X 
OES RP EH o), s 
Ponzi Po, (4,35) 


下 证 
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d=Wü(op,) (4,36) 
事实 上 ， Wyo =Po., HRR +o), m 
Pto idyl- lol 


—ó, (Biy, — Bio), 
HAB AE, MO, (Bio, — Bhlo): o J B yE sp 00. 又 
CI: — lol AFER LEER, MYG to) 关于 


是 弱 上 半 连 续 的 ,因为 2, 弱 收 你 于 ov， 故 
lim Yp +o, V (y). +o), 


n- oo 


X BUS UG, ) V Qj; +o, , 故 
d= lim V (p, )«W(y, Fo.) - V(9,), 


X B 3 8d> (0, iid V(p,), BH (4,36) 成 立 ， 
下 面 证 明 wp。 是 方程 (4.15) 的 解 ， 即 证 明 
gradU(q,) —6., (4,37) 
HF ) 2 VG, o EEEH Eie (ro (把 
Y% 考 虑 为 自 变量 ) 的 最 小 值 ， 所 以 
grad, (y,-Fo,)26, (4,38) 
Bist, H (4.190 式 可 得 
grad (9,) -grad,U (p +o )+grad, (y, 十 ov) 
=grad,U(0, +o) =—e + Bf, (Bio, — Bio), 
xkNjgradU (p) EH. (4.37) 式 不 成 立 ， 即 grad 吧 (oo) 
二 9， 则 令 


g- gadV o) 
lgradV (p) ` 


显然 7E 五 ， Inl — i1.Higrad Y ijxes PEXITEXEe 0 o. 在 
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工 ; 中 的 邻 域 UC 人 y+wl$ES,，wES,}, 使 对 任 给 gEUVU， 都 有 
(grad//(g),m)> 2 eo, (4.39) 


lgrady (p) —grady (p,) | 52. (4.40) 

Sr =o, +> 0 )， 则 Tt.E 五 ,， 并 且 对 于 任 给 BE 五 ,， 只 要 

| 一 外 充 分 小 ，! 充 分 小 ， 就 有 %TrED ,由 C4,39). (4.40) 
式 可 知 只 要 y+r,EU， 就 有 

多 (二 了) 一 到 (十 os) 一 | (grady (y+ o, tem) mds 


= | (aradV (y o, +tsn) grad (y+ o.) , mds 
T Cgrad V (y+ wo ) fn) 
= 2te, —tI8, =te, , 
所 以 ， 只 要 % 十 EU， 就 有 
Vytr zm UG tote zd-te,, (4.41) 
下 面 证 明 ， 存 在 e, > 0 ， 使 得 对 任 给 YES,， 当 YW+w,E 
U 时 ， 有 
llgrad, V (y+ 00) 2E. (4.42) 
车 不 然 ， 则 存在 ES ， 办 十 oo U ,使 
lin grad Gol 0, 
即 
lim]y,— BH, (Biy,— Bio) 0. (4.43) 
HFB RAER, Mete, JOJ DUE 
BREES, EBB WATE, A 
lim Bif (Bip Bto.) = Bit Cz — Bw,). 


Bp. H (4,43) 式 可 知 
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limy,— B*f, (2, — Biw,), 


&#u 一 Bif,(z, 一 Biw,)， 则 有 wu —B?f, (Btu, Bios) =0, 
即 
grad,U (ut+ ow, )=0, (4.44) 
BES- NH, Ruto € U, M Muy. W B H 
(4.31) 式 可 得 
(grad, V (us - 90, ) — grad (y, Fo:),us —0 )> 0. 
此 与 (4.38)、(4.44) 式 矛盾 ， 故 (4.42) 式 成 立 。 


BIS, GS, — (-Fol9€S, OES HERR, Bini 


是 全 连续 算 子 ， 故 B(S,GS:) 是 列 紧 集 GEB= B! - Bl, 
又 因 f (2) 在 二 上 连续 ， 故 f (o 68 B(S,@S ,) E— 5 XX S, 
从 而 
grad U (y-Fo) =p- Bif, (Biy— B20) 
在 S ,所 9 ,上 一 致 连续 .因此 ， 由 (4.42) 式 知 必 存在 如 > 0， 使 
当 0 <i<t B), XI—UI9ES., HR3Eg+r EU, RA grad, 
Qr) >e, ,同时 还 可 以 使 ,满足 当 0 <i<t hr ES: 。 因 
此 ， 当 Tz.(0 Sii) H E, Yitro ES OS NU PAR 
可 能 达到 最 小 值 ， 再 注意 到 (4.34) R, Wtr) 0 tt) 
在 S$,@S ,之 外 也 不 能 达到 最 小 值 ， 故 多 (十 (0 «UOI 
最 小 值 只 能 在 U0 中 达到 ， 特 别 地 ， 罗 (yy 十 7 ) 的 最 小 点 位 于 UU 
中 .然而 由 (4.41) 式 ， 当 Y 十 tT,,EU 时 
Vp+r, )>d+ioes, 

故 y+,) 的 最 小 值 不 小 于 d 十 toe。 .这 显然 与 4 的 定义 矛盾 . 
这 一 矛盾 说 明 gradwW 49,)=0, 因 此 方程 (4.15) 在 L; 中 一 定 有 
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解 ， 从 而 由 引 理 4.1 可 知 方程 (4.1) 在 过; 中 一 定 有 解 ， 证 完 。 

3334.5 ” 设 定 理 4.2 的 全 部 条 件 成 立 ， 又 设 对 任 给 PEL,， 
h€L,, h=0, # 

(Coh) —fo, h> AMA. (4,45) 
则 方程 (4.1) 在 过 :中 的 解 存 在 并 且 唯 一 。 

证 先 引入 一 个 概念 ， 我 们 称 点 o* —u*-o*(*cH,, 
o*€H VERRI ME, nU (or o* EXISTE ER YE p= 
ASEH , rh hy 8, mE +o EKo BJ Z BS dEo = 
o* E] A SIE H :中 的 极 大 值 .下 面 证 明 在 定理 4.3 IR IE F, V 
的 鞍点 是 存在 唯一 的 .由 定理 4.2 的 证 明 可 知 ， 由 (4.35) 式 确定 
HPP =p 十 ov ) 是 允 的 鞍点 ， 设 存在 p: S9. 9:9. To, 
G €H,, o,€H,), ffo, TL EV BS E, BRY =p 和 oo 
A0, 至 少 有 一 个 不 成 立 , 车 yo 三 p11， 则 由 定理 4.2 的 证 明 可 知 ， 
V (9-F01)34 H.DOBsSy — y BERI o ) 在 五 ,上 的 最 小 值 ; 
并 且 用 同样 的 方法 可 以 证 明 此 时 要 用 到 条 件 (4.45) 式 ) ， Y 
(Go - 924 H.B05o0— o AAAY (yo Fo) EH; 上 的 最 大 值 。 
因此 ， 

V (y, +o, <P pto )<VU(0 to). 

用 完全 同样 的 方法 ， 还 可 以 证 明 

V (y, to > yg 0,0)» poto). 

这 显然 是 一 个 矛盾 ， 因 此 必 有 %。 一 Yi 。 同 理 可 以 证 得 oo 一 ci 。 
Moy =p, .这 表明 也 的 鞍点 存在 唯一 . 

由 (4.14) 式 与 (4.19) 式 易 知 ， 加 的 鞍点 必 是 方程 (4,15) 的 
解 .反之 ， 我 们 下 面 证 明 方 程 (4.15) 的 解 一 定 是 的 鞍点 ， 事 
SE E, Bo*—y*-Fo*(*€H,,0*€H ETT TRCAL15) 的 fit, 
则 必 有 
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grad (gt + co*)=0, grad. V (y*--o*) -0, 
H(L303Xn[ An, XHEHACH,, hx0, # 
V (y* -- h+ o*) -Wyt +o") 
= [grad Vy tiht of) hdi 
0 


= | (grad, (y*+th+o*)—grad, V (Qp* + o*),h)dt 
0 


>0, 
KY GE o*)4 Bui ve ASSUME. 用 类 似 的 方 法 不 难 
WEBj, Potto fEXIot iz, MENA o— off 达 到 最 大 
值 ， 根 据 鞍 点 的 定义 ，%#* 是 思 的 鞍点 ， 由 于 到 的 鞍点 是 存 在 唯 
一 的 ， 故 方程 (4.15) 的 解 是 存在 唯一 的 。 

下 证 方程 (4,7) 的 解 是 唯一 的 ,用 反 证 法 ， 设 方程 (4,7) 有 
Bi ASI) S A fo. ,由 引 理 4,1 的 证 明 可 知 7 Bf oJ Bf p? 
都 是 方程 (4.15) 的 解 .因为 方程 (4.15) 的 解 唯一 ， 故 /Bf o, = 
JBf,p:。 该 式 两 端 用 J 作 用， 并 注意 到 /= 六 得 Bfp = 
Bf,p: .所 以 ， 由 (4.12) 式 可 知 

p, =K fip, =JBBf p, =JBBft,o,=K. fip: =p. 
T" I: ZFJ8 . CIS FRATER ERE TE ERE — B8 . MRAR 以 由 
方程 4.7 解 的 存在 唯一 性 推出 方程 4.1 解 的 存在 唯一 性 ,证 完 。 

附注 定理 4.2 和 定理 4.3 是 于 声望、 楼 宇 同 、 冯 宝 琦 [ 工 ] 
中 证 明 的 .有 关 的 结果 还 见 G.L.DolphC1]。 
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= k. 


第 四 章 ” 非 线性 积分 方程 的 可 
解 性 一 一 拓扑 方法 
§1 可 解 性 和 唯一 性 


先 给 出 一 个 一 般 结果 . 
定理 1.1 设 E 是 Banach 空 间 ，E* 是 E 的 共 力 空间 . 设 
(1 )K 是 映 E 入 E* 的 单调 全 连续 线性 算 子 ， 
( 2 )f 是 映 E* 入 的 次 连续 有 界 算 子 ， 
(3 ) 对 任 给 &> 0， 都 存在 c(h&) 宇 0 , 使 得 对 任 给 EE*， 
都 有 


—(@, fo)>k|fe|—c( a), (1.1) 
则 对 任 给 gEE*， 方 程 
p=Kfyp+y (1.2) 


在 E* 中 至 少 有 一 个 解 ， 
证 ”根据 附录 定理 2.7， 我 们 只 需 证 明 必 存在 常数 内 > 0， 
EBREO, pE 
p=tKfp+y, (1.3) 
RVA < R. E, AHR, ecE*, 使 得 (1,3) 
式 成 立 ， 则 有 
(p, fp)=i(Kfp, fp) +, fp), 
由 于 六 是 单调 线性 算 子 ， 故 (天 fp,fo) 关 0 .因此 ， 
=(P, fps —(0,fo)<|folliell. (1.4) 


53—JiH. Xl 1, WO. DX 
— (p, fp) >klifpl|— ck). (1.5) 

由 (1.4)、(1.5) 两 式 可 得 

k[ifol «llfetliel d- cC) «(Gc 1)lfella- cCO, 
TJ&lfel «cC ,注意 到 wp 是 方程 (1.2) 的 解 ， 故 

lle &fel + ell LK le + vl = F, 
pA | K lec 十 上 yl 是 一 个 常数 ,证 完 ， 

考察 Hammerstein 型 积分 方程 


& Koc | kx, )oG0dy, fpe fx,p()). 


定理 1.2 设 :( 1 )K 是 映 L, 入 L- 的 单调 全 连续 线性 算 子 ， 
( 2 ) 对 任 给 RR> 0， 存 在 ga(x)EL,， 使 得 当 |4| «RN 


|f(x,u)| gr(X); (1,7) 
C3 ) 存 在 常数 Rs,> 0 及 h(x)EL,， 使 得 当 |u| 宇 Ro 时 有 
(f(x,u)—Rh(x))u=< 0 , (1.8) 


则 对 任 给 gEL。， 方 程 (1,.6) 在 上 -中 至 少 有 一 个 解 ， 

证 AR O= 0 ,在 定理 1,1 中 ， 取 =L,，E*=L、， 
则 由 定理 1.2 的 条 件 ( 10. C 2 ) 可 知 ， 定 理 1.1 的 条 件 ( 1 )、(2) 
成 立 . 根 据 定理 1.1， 我 们 只 需 证 明 对 任 给 充分 大 的 R， 都 存在 
cthk) 宇 0， 使 (1 .1) 式 成 立即 可 。 事实 上 ， 对 任意 给 定 的 k 之 
Ro, RWR=k, WHERO EL 


—(o,fp)— -| fix,oGeCGodx 


-| flx,P(x)) Px) dx, (1.9) 
2 
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其 中 G,= (zC€CG||g@(x)] SsRyi, G2 (xeG||IoGo| > Ry, H2£ 
件 (2 ) 知 

| fox, eooecods «| ga CO oC) dx 

Ci G, 


<Rllgslli,. (1.10) 
由 条 件 (3) 知 (已 假设 信 x) 三 0 )， 当 xECG: 时 

—fix,9(x))o9(x) 

= |f(x,@(x)|le@(x)| > RIfioeoeol, (1.11) 


由 (1.9)(1.10)、(1.11) 三 式 知 
-fo)>| R|ÉGGSoG) |dx 


-|f. forse GoYeoods 


»Rifel, — |. RIF oa) ldx- Rlgal, 


> R|fel,,— 2 Rllgalle, —Rlifell;, — 2 &ligallz,. 
BICI, DXX SE LR CA4 Ax) es 0 时 结论 获 证 。 
车 h(x) 寺 0 ， 则 通过 变换 
fi(x,u)= f(x,u)—hNh(x);y 
yı =p+Kh, | 
就 可 以 化 为 已 讨论 的 情况 .证 完 ， 
定理 1.3 设 mesG 达 十 co. 又 设 存在 p>> 1 ， 使 得 
(1 )KK 是 映 L, 入 L, 的 全 连续 单调 线性 算 子 ， 其 中 gq 满足 
pi+q'l= 1; 
(2 )f#F4E3F3kb2> 0 及 a(x)EL,， 使 
|f(z,u)|<aCx)+b|u|""1; (1.12) 
(3 MÉEXER, RAEL, fitijolu| > Rmi 
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(f(x,u)—h(x))u< 0 , (1.13) 

则 对 任 给 gEL,， 方 程 (1.6) 在 L, 中 至 少 有 一 个 解 . 

证 由 定理 1,.2 的 证 明 可 知 ， 我 们 只 需 讨 论 hx) 三 0 的 情 
况 . 下 面 首先 证 明 必 存在 c, > 0 ，c: 0， 使 得 对 任 给 PEL,» 
有 

= (,fo)zc,lfeli—c:. (1.14) 

设 pEL 上 ,给 定 , $G, ={xEG| P| «Ro, Ga={xEG 
Ipc] >Re}. m] 


—(p,fp)=— I. f(x oG0)eGOdx— 


-| f(x,g(x))0(x)dx, (1.15) 
由 条 件 ( 2 ) 知 


| j ERTES )2(z)dx| <| bloc) |?dx 
Gi Gi 


+Í, loco | |a(x)|dx<bRtmesÇ 


1 
1 
p 


+(| 10da) lacoh 

«bREmesG 4- (mesG* R,laCx) |. 
出 条 件 ( 2 ) 及 两 个 初等 不 等 式 

(at) z2''(a'a4f8g") (a> 0 ,p> 0 ,y= 1), 


(at f)'a'--B' (a>0,p>0,0<r<1), 


(1,16) 


locx] =b, fp) 7 —b,la(x)| Pt. (1.17) 


当 xEG :时 ， 由 条 和 件 ( 3 ) 及 (1.17) 式 可 得 (已 假定 h(x) 二 0 》 
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— fix plx plx) = | flx Xgo)0] 069 | 


>b, | f(x, p) Tr —b,| fpa a | 75 , 
所 以 


-| fix,pCGx))o(x)dx 


4 
>b, lfelit-b. |, If Gr, 9 G0) ldx- baco ell, 
zb, lifeli—b;lfell,—5,, (1,18) 

bb, mb. lla, b msupb [LEG o Gon Edu eo. 
PE p n 


811,160, C1, 18) Bi X nf NI 

— (fo) zb, fol: 5. fol —bs, (1.19) 
其 中 6s =b, -- 6 RS mesG-- CmesGt Re llaCx) |l, Bi CL 19) X, A 
必 存 在 c, > 0,027 0， 使 (1,14) 式 成 立 ， 

由 (1.14) 式 并 注意 到 9> 1 ， 可 知 对 任 给 &> 0， 必 存在 
e(k)> 0 ， 使 对 任 给 pEL,， 都 有 

—(@, fo)>k||fo||, —c(h), 
EEMIL LH, RE =L,, E*=L, BUADJPTROLQG TEL, 3: p 
有 一 个 解 .证 完 ， 

下 面 讨论 唯一 性 问题 。 

定理 1.4 ” 设 定理 1.2 的 假设 ( 1 )、( 2 ) 成 立 . 又 设 对 每 一 个 
XEG ,f(x,4) 是 4 的 减 函 数 ， 则 对 每 一 个 yEL。， TO. 6) 在 
-中 存在 并 且 仅 存在 一 个 唯一 解 ， 

证 BADRA, f(x, 0 )EL, ,因为 f(x,) 是 4 的 减 函 
数 ， 故 有 

(f(x,u)—f(x,0 ))u<c 0 , 
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这 表明 定理 1.2 的 假设 ( 3 DR SE CIR GO m f Ox, 0 )), 根据 定理 
1.2， 方 程 (1.6) 在 忆 -中 至 少 有 一 个 解 。 
下 面 证 明 方程 (1.6) 解 的 唯一 性 。 设 
91 —Kfp, =p, 9,—-Kfpi—y., 
则 显然 有 
(9,—9:, fo,—fo,)— CKfo, 一 开 fp: fo 一 fp:)= 0. 
注意 到 (天 fp, - Kfo,,fo, —fo.)> 0, WE 
(0, —9;,fo, fo) 0. 
因为 1(x,w) 关 于 u 是 减 的 ， 故 


(9, —9, fe, -fp = | Go G0 9 G030G, 9 O2 


—fCGy,o (Dd yx 0, 
因此 ， 对 几乎 所 有 的 yEG， 都 有 

Cp y= 9.CY)U Gne. G0 —- fOy,9;(0)22 0, 

4 G,-l(yEG|e. (9) 99:00), Gi (€GIf (y, Pı 
G0) 2 fCGOv 91 GOD) . 则 显然 mes(G\(G, UG;,)0— 0, JR M 
VEG BI y€G,, T'ÀmesG; 9 mesG, X X 明 对 凡 乎 一 切 
YEG, #E— Eg f0(y,p,(y))=f(y,0,(y)), ATi 

p: 一 ”十 天 fp; =+ Kfo, =o,. 

这 就 证 明了 方程 (1.6) 的 解 是 唯一 的 。 证 完 。 

定理 1,5 设 mesG<< 十 oo, 又 设 存在 p>> 1 ， 使 得 定理 1.3 
的 假设 (1 )、( 2 ) 成 立 ， 并 且 对 每 一 个 xEG ,f(x,t) 是 4 的 减 函 
数 , 则 对 每 一 个 gEL,， 方 程 (1.6) 在 中 具有 唯一 解 . 

定理 1.5 的 证 明 与 定理 1.4 类 似 ， 故 从 略 。 

附注 非 线性 泛 函 分 析 中 的 拓扑 方法 起 源 于 G.D. Birkh- 
off fj O, D. KelloggC 1 ]。 在 此 基础 上 ,J.Schauder[ 2 ] 才 得 以 
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6 -., € 9. 


给 出 著名 的 Schauder 不 动 点 定理 ,随后 ，] ,Leray 和 J] .Schau- 
der[ 1 ] 建 立 了 无 穷 维 空间 全 连续 场 的 拓扑 度 理 论 。 经 G.S. 
Dragoni( 1), M.Golomb( 13( 23, C,L.Dolph( 1), M, 
A,Kpacnsoceasckuü( 1 ] 等 许多 数学 家 的 努力 ， 拓 扑 A 理论 
已 经 成 为 研究 非 线性 积分 方程 和 其 它 非 线性 问题 的 强 有 力 的 工 
#. ' : 
利用 拓扑 度 理论 研究 非 线 性 积分 方程 早期 所 获得 的 结果 ， 
已 总 结 在 M。,A,KpacHocenpckuH 站 的 著名 专著 [ 1 J 中。 本 章 主 
要 给 出 拓扑 度 理论 近 二 十 年 来 在 非 线 性 积分 方程 可 解 性 理论 方 
程 的 主要 结果 .本 节 的 结论 是 HBrezis 和 F.E,Browderl 3 7, 
C4 ) 中 证 明 的 ， 


$2 角 有 界 算 子 


WE —4Banachzs], E*JÉEBj3t 88H. 

定义 2.1 设 T 是 D(T)(CE) 到 E* 的 一 个 算 子 。 如 果 存 在 
常数 C>> 0 ， 使 对 任 给 x,y,zED(T)， 有 ` 

(Tx—Tz,z—y)<C(Tx—Ty,x— y), (2.1) 
则 称 了 是 一 个 角 有 界 算 子 ， 

1382.2 设 K 是 D(K)(CE) 到 E* 的 一 个 线性 算 子 ， 则 
太 是 角 有 界 算 子 的 充分 必要 条 件 是 对 任 给 x，yED(K)， 下 列 
两 式 成 立 : 
(Kx,x)m0 (2,2) 

|UCx, 3) -CE yx) | ot Kx, x8 C303, (2.3) 
WE, a> 0 是 一 个 与 x%,y 无 关 的 常数 。 

证 设 K ,D(CK)->E* 是 一 个 线性 算 子 ， 并 设 (2.2) 式 成 
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立 , 对 任 给 4,v€D(K)， 令 

(1,0) 3 (Ku, 0) - (Co ,)), (2.4) 
MEREU, uS 0, ,-O,05.4 

N={uED(K)| cu, u= 0), 
MORE IE BL o — DOKN ,其 中 对 任意 的 xED(K), 都 可 以 确定 
万 ,的 一 个 元 素 [(4), Q7 (/€DOK)|u' CueN), 任 给 (€ 
Heo, (WEH o EX 

(3, (735? — (1,05, (2,5) 

xxHu€CQu),v€Co), WO. S) sXE SLT H, ERS—ASPUBLLH Vie 
W NBUTF TB ARZ BI LEER GO€H o, HEP SE SK O (uj: 

(KG, C0) 2 (Cu,v), VCEH,, (2.6) 
X Pu€G0,v€CO WE oH oH od — PERIERE T 95 — K, 
一 了 , 则 

Su Q0)» = CKu,v) — Cu), (72? 

- 1G, ) —(Ko,uy)= — S09, C», (2.7) 


IK Cl o C0H- Su), CH SC) 

= [CoD] + hS Cli (2.8) 
Epila, O FHKE. PARA. | 

下 面 证 明定 理 的 结论 ， 必 要 性 。 设 天 是 一 个 角 有 界 的 线性 
算 子 ， 则 存在 常数 C> 0 ,使 对 任 给 x,y,zED(K)， 

(Kx—Kz,z—y)<C(Kx—Ky,x—y), (2.9) 
在 (2.9) 式 中 ， 令 z=y， 并 且 用 x 代 远 x 一 y, 即 可 知 (2.2) 式 成 
立 , 设 uED(KK),v€EDCK ) 给 定 .对 任意 实数 !:， 都 存在 x,y,zE 
D(K),， 使 

x—y=lu, z—y=u, (2.10) 
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将 (2.10) 式 代入 (2.9) 式 ,可 得 


CCOKu,1)!! —CKu,v)t- K(u,o)> 0 (2.11) 
由 于 (2.11) 式 对 任意 实数 1 都 成 立 ， 故 该 式 与 
[CKu,0)| <2C}Ku,u)? (to v)? (2.12) 


等 价 . H(2.6).(2.12).(2.4).(2.5) X RE DL 13] 
[CK Qi) WD] = | Ku 2) | 2C? Ku, u) CK v, v)? 
-2C* Cu), Ci»3 to), (o> 
-2C* Gol dco. (2.13) 


因此 KK。 是 一 个 有 界线 性 算 子 .并 且 | 玉 中 过 2C .由 (2.8) 式 知 ， 
S 也 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 并 且 
iS^ - 1 IK. (2.14) 

因此 ， 由 (2.7) 式 知 

[CKu,v) — K(u,u)| x 2IS cl 

-2|Sl Cu uS (v, v)? (2,15) 
分 别 用 x,y 人 代替 (2.15) 式 中 的 4,v, 并 令 a=2l51, 即 知 (2.3〉 式 
成 立 。 必 要 性 获 证 。 

充分 性 。 设 (2.2)、.(2.3) 式 成 立 。 则 任 25 u, C DOR, H 
C2.7)、(2.3)、(2.4)、(2.5) 式 可 知 

KSU, GL 9 1 Cu v) — K Gu] 


<E Ku, o *- (alle os 


因此 S 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 并 且 I|SI< 子 .由 (2.8) RA, K, 


也 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 并 且 (2,14) 式 成 立 。 取 C， 使 2 C2= 
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| 天 ol， 风 由 (2.6)、(2.5)、.(2.4) 可 得 

IGCu, v) | =K u, DISIK o CoD LECT 

— [Kcu ue <u, vy? — 20H Ku, a (Ko v? (2.16) 
所 以 (2.11) 式 对 任意 实数 ! 都 成 Ar. ER x, y, zCD(K), 在 
(2.11) Xm, $ 

u-—x—y, v=z— y, t=1, 

并 经 整理 即 知 

(Kx—Kz,z—y)<C(Kx—Ky,x—y), (2.17) 
因此 ， 天 是 一 个 角 有 界 算 子 .证 完 

ik2.8 定理 2.2 给 出 了 线性 算 子 是 角 有 界 算 子 的 充分 必要 
条 件 。 由 定理 2.2 可 知 ， 如 果 一 个 线性 WT K. D( K y> E ili 
足 (2.2) 式 ， 并 且 是 一 个 自 共 斩 算 子 ， 则 天 是 角 有 界 算 子 。 

注 2.4 由 定理 2.3 的 证 明 ,可 以 得 到 下 列 结论 W K E D 
(CK) CE 到 E* 的 角 有 界线 性 算 子 ， 令 

a* 二 inf{a| 对 任 给 x,yED(K),(2.3) 式 成 立 } (2.18) 

C*=inf{C| 对 任 给 x,y,zED(K)， 


(2.17) 式 成 立 }， (2.19) 
ju C*- 4 (at 4), (2,20) 
其 中 c* 称 为 是 天 的 角 有 界 系 数 。 
下 面 讨论 角 有 界线 性 算 子 的 结构 . 


定理 2,5 设 E 是 Banach 空 间 ，K ,>E* 是 角 有 界 线性 
算 子 。 则 | 

“人 G 存 在 Hilbert 空 间 五 〈 其 内 积 为 ,>)， 有 界线 性 算 T 
S,E-— HAVE AMET BLHAH vi 

K-S*U-4 BS, (2.21) 
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Br=—B, SIP<IKILIa<S (2.22) 


Ept k K IJ f 8 Rak, D'UEBBgdtSSSET. SESH HY 
4t. 

Gi) (7 十 5) HH cfi RREH, 3F BOSE 4E 给 fe 
H, 


-i _— 4 fl 
GEB ff > galt (2.23) 


Gii)jS*.H —E*4E 1 — 1 B; 
(iv) 如 果 天 是 全 连续 算 子 ， 则 3 也 是 全 连续 算 子 。 
证 因为 开 是 线性 算 子 ， 满 足 (2.2) 式 ， 并 且 天 是 定义 在 
EE 上 的 ， 故 根据 附录 引 理 4.2，K 是 有 界线 性 算 子 。 令 K*,E** 
—E*J& K tJ Jsu pu T, 
Kix= (Kx+ K*x), Kx (CX - K*x), 
vxCE, (2.24) 
Hax, CE, Wx 、 
a, y?»-OKRix, y). (2.25) 
VW AREE x,202 0, (x, yomCy 0, AN = (xC€E|<x,x>= 
0), WJ =E/N, PAXHEIAXCE, WIREH o 
的 一 个 元 素 [x)= ix EEx -X€N) E45 G0€H ,,Ly)€ H,, 
定义 内 积 如 下 ， 
《Cx],[y]> 一 人 Xyy>， (2.26) 
其 中 xE0x]yE(y]。 则 豆 o 在 上 述 内 积 下 为 一 内 积 = lj, $H 
EH WAEN. EE x€ E ,定义 
Sx=(x), (2,27) 
则 S;E 一 开 是 一 个 线性 算 子 ,由 (2.26),(2,25) 式 可 知 ， 对 任 给 
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x€ E, 
lS xl? «Sx, Sx» «0,0» (K xx) 
sk; dx. (2,28) 
BUPIKII-IKI SEO. 28 Xn, HSHW:<IKI. 
因为 K 是 角 有 界线 性 算 子 ， 所 以 对 任 给 x,yEE， 有 


| CK x, y)| =I|(Kx,y)—(Ky,x)| 
a * 1 4 
<> (Kx,x)2(K y, y)? 


=S auo, y = S"|Szl1Syl. (2.29) 


FEP) Uy) m (K ax, 320 5E X. Y H o E. —1 8 FAM #shhk iz 
i. Jp aE pJ H E TrgdcME—IIATER RET BIH-H, di 
对 任 给 f,g€H， 

(Bf ,g»-9o(f.g. (2.30) 


由 9 的 定义 及 (2.29) 式 易 知 ，|1B|< 2 。 对 任 给 x, y€E, H 


(2.24)、(2.25)、(2.27)、(2.30) 式 得 
(Kx,y)=(K,x,y)+(K.,x,y)=<x,y>--@((x),(y)) 
—Gx,Sy -OIOSx,Sy»-Q1—B)Sx,S y» 
-—G*GU-TB)Sx,y», 
Bi, K-S*G- B)S kh, HER OO.OOEH vB 
(B*(x),C y) =<BLy) 005 — CK ,y,x) 
—-—(Kx,y)-G BD», 
故 B* 二 一 有 .(i) 获 证 . 
HB*=-— Bu, XWHE2gC€CH, Q@34Bg,g;= 0 ,因此 
<(I—B)g,g>= lg], vg€H, 
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<(I+B5g.g>=1lgl2, vg€H. 

根据 Lax-Milgram 定 理 ，T 一 B 和 7 十 B 都 有 有 界 逆 。 注 意 到 
(7 十 有 )* 一 了 一 有 B， 故 (7 十 五 )* 有 有 界 逆 .因此 ， 由 闭 值 域 定理 
BARI HB)  H XI BLH--H d - AU R RER XE E 
ACH, 4g—(-t B) f, WJ 

(UB) f,f»-4«g,U Bog» lgll - 

=(1 +I|IB|2) EC 8 11BIP)lgll^3 

z IBI» Og -1Bgll ^) 

—-((1-4BI[0)7*«G + B)g, I+ B)g> 

=(1 IBI Mf. (2.31) 


注意 到 1 5 < Z*， 故 由 (2.31) 式 ， 知 (2.23) 式 成 立 .Cii) 获 证 。 
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BERG HEHpESE, WwS* H>E* E1 —1 W. 
GiDXEuE. RUE, KES, & uj EEP — 4 # R Pr 
列 ， 则 必 存 在 人 4) 的 一 个 子 序列 {uy， 使 {Kuo,} 是 E* 中 的 柯 本 
序列 .于 是 

Su — Su, ll’ — S(u, — ur ) 

= (Ku, — Ku) u, — t, D< Killu, —u, A. 

这 表明 {Suw} 也 是 一 个 柯 西 序 列 . 故 5 是 紧 算 子 ， 从 而 是 全 连续 
算 子 .Civ) 获 证 ,定理 2.5 证 完 。 

定义 2.6 WEdR—^ Banach], K,E-—E* 是 一 个 有 

界线 性 算 子 。 如 果 


_ Í (K x,x) _ 
m=intff ke [| 4€E Kx% ol» c, — (2,82 


则 称 并 是 一 个 拟 正 算 子 ， 
引 理 2.7 设 人 :E>E* 是 角 有 界 的 线性 算 子 ， 则 存在 常 
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d> 0 f 

(Kx,x)>d| Kx, vx€E, (2,33) 
因此 ， 角 有 界线 性 算 子 是 拟 正 的 ， 

证 根据 定理 2.5， 存 在 Hilbert 空 间 万 ， 有 界线 性 算 子 S， 
E>—HMARREATB:H>H, #K=S*(I+B)S, 并 且 
f8(2.23) 3X R. H E B2 5L? < KI d 

IK x]* —1S*G +B Sxl «IS*l*lG + B)Sxl|* 

<|IK IlOI +B) Sxl. (2,34) 
#&f=(I+B)S<, WISx=(I+ B)7 f, 根据 (2.23)、(2.34) 两 
式 ， 有 

(Kx,x)=<((I[+B)Sx,Sx>=<f,( I+ B): f» 

=<((I+ B) ':(I+B)Sx,(I + B)Sx> 


4 à 
>- pan +B) Sxl 
2e IKI "IKxll*. | (2,35) 
在 (2.35) 式 中 , 令 d — IKI, B. 33» SURGE. 


+T 
EZ. 

BER—4Banachzijd, E*JEEBgdtüüz|H, H EA 
Hilbert H], F'BASWSUDEC,OXm. HDRGOHEUK A H, 
HIRAE, (ii) 对 一 切 f€E*81xCH, (f e) =f, GIDH 
在 EE 中 稠密 . 则 称 (E, 石 ,E*) 处 于 正规 位 置 ， 

WJRp2,p'tq =, CER 中 的 有 界 区 域 ， 则 

(L(G),Li(G),L,(G)) 处 于 正规 位 置 ， 

定义 2.8 设 (E, 太 ,EE*) 处 于 正规 位 置 ，K ， 玉 一 E* 是 一 

个 有 界线 性 算 子 。 如 果 . i 
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veinf| RE | xe E Ka 0 }>-~, (2.36) 


这 里 | 表示 互 中 的 范 数 ， 则 天 称 为 是 拟 增 生 算 子 。 

显然 ， 拟 增生 算 子 一 定 是 拟 正 的 。 

车 KK ,了 -~ 是 拟 增生 线性 算 予 。 对 任 x€H AK ax 
Kx, W WARKI X Y — ABH AHS REI WT. FIBI 
到 a 都 是 这 样 定义 的 ， 

8|82.9 设 K :下 一 有 * 是 拟 增 生 的 线性 算 子 ，4<yk。 则 

G) I—4AK,  H—+HEËE1—1 的; f 

Gi) GT7 一 4 天 只 是 如 的 闭 线 性 子 空间 ， 

证 #uCH,u—AKnuu= 0, lJ 

0 =<K,u,u— AK qu» 

-(Ku,u) - AJK aula > Cy — D LK ulla. 
WK uu 0 ， 亦 即 4 一 0 ,(i) 获 证 . 

设 wE€RG-AK,), vv. WEENŅVEH, EA u= (7 一 
AK Du, T | 

LE aulia lo 2 CK uus ve 

=K ti, u,— AK ui = (Ku, wu) — HK uu ll 

> Gkg— AK uli. 

BiRHI EXE, (Kaw EH hi: A 界 的 因此 ，{ 开 xuy 有 
一 子 列 ， 不 失 一 般 ， 可 以 假定 就 是 { 玫 at} 本 身 弱 收敛 于 记 中 的 


R-RW, 于 是 w 一 >o 十 iu. 令 z 一 op 十 hu， 则 由 开 s 的 有 界 性 


TA, K u, — > K uz ERAK qu wi Kaz Biblu-z 
—Aw-z—ÀAKyz, ovER 一 AKn).(ii) 获 证 , 引 理 2,9 证 完 ， 
382.10 设 区 ,E>E* 是 拟 增 生 的 全 连续 线性 算 子 ,4 过 
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vx。 则 

G) RE 一 4 开门 一 万， 

Gi) K,- ( —AK,07! K, E— E* R: I WE 238 E tü k 38: 
子 ， 从 而 是 拟 正 算 子 。 

证 KAHAK WAREK 5 的 特征 值 .根据 全 连续 线性 算 
子 的 Riesz-Schauder 理 论 , (DRL. BAR CIL—AK 4) i H>H 
是 有 界线 性 算 子 ， 故 天 E>HELERRERT. EAEE, 
&y=K,x=(I—AK,X Kx, Wy-AKuy- Kx-5AK y - Kx 
EE*. 因 此 ，K,:E 一 E* 是 全 连续 线性 算 子 。 对 任 2uC H, À 
知 

GO —ÀAK,)7 Kyu K,(I—AK,y lu, 

Bl, XHMIAu€CH, $v-0—AK,)7w Wü 

CK u,u»— (1 —AK4,)! K yu, 

=(K,(I—AK i) !u,u) —- OX go, (1 — AK gv) 

-(Kv,v»-A|Kvlliz 0, (2.37) 
XAK Mh E AF* EER, 3EE H g E d EAE, 4x 
(2.37) 式 对 任 给 xE 巨 ， 都 是 成 立 的 .证 完 ， 

定义 2.11 É#(E,H,E*) TIENE B, K,E—E*FE— 
个 拟 增 生 的 线性 算 子 。 如 果 存 在 常数 a 二 yx 及 y 宇 0 ， 使 得 对 任 
给 x,yE 巨 ， 都 有 

|(Kx,y)—(Ky,x)| 
 <y((Kx,x)—a|Kx||222C(K y, y) — al yl, (2,38) 
则 称 久 是 拟 角 有 界 算 子 ， 

显然 ， 拟 增生 自 共 轿 算 子 是 拟 角 有 界 的 。 

引 理 2,12 设 人 ;EE->E* 是 拟 角 有 界 的 全 连续 线性 算 T, 
ixa, RK'podmgX2.1190 38, WD K;—(01—AK,07 K, E> 
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上 * 是 角 有 界 的 . 

证 任 给 u,vEH, 令 x=(T 一 AKA)-iw,y=(T AKu) u. 
则 由 (2.38) 式 可 知 ， 有 

[(Ku,u)— CK 9,0] 

—-|[QI—AK,)7Ku,v)—(U—AK4) ` Kv,w] 

—-IKOKO-AK,)7)u,)0—-OKG -AK4)7v,wl 

=|(Kx,y)—(Ky,x)| yCKx, 

QU — AK 42303 Cy OG -AK 0»)? 

=y(Ki (K w,0)?. (2.39) 
HUPK,E-—E*RYESERU, HodkEVUERE. 8 (2.39) 式 对 任 给 
u,vEE 都 成 并 ,这 表明 KK, 是 角 有 界 的 .证 完 . 

例 2.13 de«D0€CCO, LNE <Ia), ai» 0(1&i« 


n),b;; == 0 ( 1 <i<n,1 «jen. 
h(t,s) - Y, aig. (Do,() 


Ya bite;(Do;G) — 9;G)9;(0)2 (2.40) 


Kx(t)= [kasxos (2.41) 
o 


FHH.: K .,L,—L,Jk MERAT. 
证 任 给 x(1)EL;,,y(1)EL; ,利用 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 
[(Kx,y)—(Ky,x)| 
=|2 $ b;((g@;,x)(@,, y)— (i 3)(9;,x))]* 


i f=*1 


< 4 > Ibl Cos 20* (9,50 ] 


ie j=l 
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[x lb. Gp; 2 * + (pj, y) jj 


x 16b*n PX Xon». (2,42) 
Kh, b= max 105| , 另 一 方面 ， 


(Kx, o= Ys. x)! X , (2.43) 


其 中 c= min a0. Hi (2.42), a. 43» pi Hi npAn K 是 角 有 
RATEZ. 


满足 (2.40) 式 的 一 个 具体 例子 是 
K(,s)= 1 —t+s+ts, 
附注 线性 角 有 界 算 子 的 概念 是 本 .Amana (5] 中 提出 的 。 
定义 2.1 和 定理 2,2 是 属于 日 .Brezis fu F,E,BrowderC 4) H. 
定理 2.5 是 PF ,EE,Browder 和 C.P,Guptal 1 EHH. 
本 节 的 其 余部 分 见 H.Amann[6]、[4J C.P.Gupta 
C 1 3, D, PascaliágS.,Sburlan( 1). 


83 ”含有 线性 角 有 界 算 子 的 
非 线性 积分 方程 


本 节 将 研究 含有 线性 角 有 界 算 子 的 Hammerstein 78 3E AX 
性 积分 方程 解 的 存在 性 .为 了 使 本 节 的 结论 更 具有 一 般 性 ， 我 
们 将 对 抽象 Hammerstein 型 积分 方程 
9—Kfp (3.1) 
给 出 本 节 的 主要 结果 .由 此 ， 读 者 不 难 自 行 给 出 Hammerstein 
型 积分 方程 
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p(O 一 | k(x,y)f(y,o(y))dy (3,2) 

在 具体 函数 空间 中 的 可 解 性 条 件 .在 本 节 中 ， 我 们 总 假定 上 是 
—^Banachzj, E*JEERJJEWéZE HI. 

定理 3.1 BO )K 是 映 入 E* 的 拟 正 的 全 连续 线性 算 


+f 
(2 HEBRE* AERIS AI 5k f 
(3 ) 存 在 函数 p: Rt 一 Rt， 
lim Blp)p = 0, ”03.3) 
以 及 4 二 uC 的 意义 见 定义 2.6) ,使 得 对 任 给 vEE*, 都 有 
(p, fp) «Alei? -- Cel. (3,4) 


则 方程 (3.1) 在 E* 中 至 少 有 一 个 解 . 
证 显然 ，Kf,E*->E* 是 全 连续 算 子 ,由 (3,3) 式 知 ， 存 


在 R>>0， 使 

ix À— BOR) R71 0, (3,5) 
设 存在 pEE*，lgi 二 R，0 <1< 1, Be-iKfo B G0 R 
"rn f 


0 =(@,fo)—1(Kfo,fo) 

«Ale + lol) -iK fo, fo» 

«Allell* + 8ClolD —tuxlKfoll* 

—Allel* * Celo -5 lel 

«(A—uxkT BOR) RR , 
此 与 (3.5) 式 矛盾 ,因此 ， 对 任 给 gEE*,ligll=R, 0 «i1, 
SU oxtKfo.ikdeg(| —Kf,B,,0)— 1, 其 中 Br={9EE* 
Llell « R) .这 表明 方程 (3.1) 在 Ba 中 至 少 有 一 个 解 .证 完 ， 


注 5.2 EEMI. LH, WRA) 满足 ， 存在 Po> 0， 使 
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对 任 给 p 宇 po。，pB(p) 二 0， 则 条 件 “4 <" 可 以 放宽 为 “< 
uz”, 

定理 5.5 REEBanachž H, E*EEBRJJESu2z |a], HÆ 
Hilbertzz|g, (E, H ,E*)ybE FA FEE E B. M WM. 

(1 )K 是 映 E 入 E* 的 拟 增 生 的 全 连续 线性 算 子 ， 

(2 )f 是 映 E* 入 世 的 有 界 次 连续 算 子 ， 

( 3 MEdXED 0 及 14<vx(vx 的 意义 见 定义 2.8), 使 得 对 任 给 
pEE*, RXlplzo, RAE 

(fp) «Alollz. (3.6) 

则 方程 (3.1) 在 E* 中 至 少 有 一 个 解 . 

证 因为 1<vx， 故 根据 引 理 2.10， 


K,=([— K, K (3.7) 
是 映 太 入 E* 的 单调 (从 而 拟 正 ) 线 性 全 连续 算 子 , 邻 
fip-fp—Ag, voEE* (3.8) 


HJ JE E* AE BUG WWW T.H03.6).03.8 Bis n T, 
XHMESCE*, |l, # 

(o,f,o)< 0, 
故 根据 定理 3,1 及 注 3.2〈 在 其 中 取 4=4ux = 0, BC(o)80), 
即 知 方程 


p=K fp (3.9) 
在 E* 中 至 少 有 一 个 解 w* STR, 
o*=(I -AKD K(fo*— Ag), (3.10) 


用 I 一 4K 3: 作用 在 (3.10) 式 两 端 ， 即 得 pg*=Kfg* .证 完 。 
定理 3.4” 设 (E, 万 ,EE*) 处 于 正规 位 置 ,又 设 . 
(1 ) 玫 是 上 映 瓦 入 区 * 的 拟 角 有 界 的 全 连续 线性 算 子 ; 
( 2 )f 是 映 E* 入 E 的 有 界 次 连续 算 子 ， 
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C3 ) 存 在 函数 Bp, R R^, 


lim pp)O = 0, (3.11) 
及 4 到 ca(c 的 意义 见 定义 2.11)， 使 得 | 
fo silola + gdo, VoEE™, (3.12) 


则 方程 (3.1) 在 E* 中 至 少 有 一 个 解 . 

证 因为 1<a， 客 根据 引 理 2.12 知 ， 由 (3,7) 式 定义 的 算 
子 长 ,是 映 E 入 E* 的 角 有 界 的 全 连续 算 子 ,根据 引 理 2.7, 天 ,是 
WER, FAm > 0 , 令 f 由 (3.8) 式 定义 ， 并 考察 方程 (3.9)，。 
由 (3.12) 式 可 知 对 任 给 pEE*， 有 

CREDE UPS 
根据 定理 3.1( 令 4= 00 可 知 ， 方 程 (3.9) 在 BE* 中 至 少 有 一 个 
解 .由 定理 3.3 的 证 明 可 知 ， 该 解 即 为 方程 (3.1) 的 解 .证 完 ， 

定理 3.5 idiEJÉBanachz]d, FE*J Eñ J Mü zx BJ. 又 
" | | 

(1 )K 是 映 EE 入 E* 的 角 有 界 的 全 连续 线性 算 F, oJ KC 
的 角 有 界 系 数 〈《 参 见 (2.18) 式 ) ， 

( 2 )f 是 映 E* 入 巨 的 有 界 次 连续 算 子 ， 

(3 ) 存 在 R> 0 ， 使 对 任 给 gEE*，lligpl| 宇 R， 有 


(fp ey KIC? lol. (3.13) 
则 方程 (3,1) 至 少 有 一 个 解 ， 

证 2&—Q=(oCE*||lo||< R). fEXEpCOQ, O0 xt L, 
使 p=!Kfop. 于 是 ， 

0 —(p,fo) —ICKfo,fo). (3.14) 

根据 定理 2.5，K =S*(J+B)S$， 并 且 B*= 一 已 .因此 ， 对 
g€H, #<Bg,g>= 0 , 故 对 任 给 gEE， 有 
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(Ky, p) - CS*CGL E B)S0,0) 
=<(I+ DS, p> =| Syll. (3.15) 
另 一 方面 
Kyl? =l S*(I + B)Syl' <IS*l' IG +B) Syll’. (3.16) 
注意 到 (2.22) 式 ， 有 | 
I -B)Sy||* 2 «Sy-- BSy, Sy+ BSy» 
-|[Syll* - LBSvl* ca +|IB||2 SvIl*. 
<| : +£ isy, (3.17) 
由 (3,15)、(3,16)、(3.17) 三 式 ， 并 注意 到 
IS*|'=l1SWPO<1K1, 
可 得 | 


(OE, CK. (3,18) 


4 
aque MK 
由 (3,14)、(3,18) 两 式 可 得 


—1 2 
0 (p, fo)— -—u lk] IKfoll*, 


=(p,fp)— IKI lel? 


| 4 
(4+ Ca*)?* 31 
4 _ 

< fp- -yra lEI llell^. 

此 与 (3.13) 式 矛盾 .因此 ， 对 任 给 pEE*, lol - R, 0 «t1, 

都 有 gg 志 tKfgp. 这 表明 方程 (3,.1) 在 E 中 至 少 有 一 个 解 ,证 完 . 
定理 3.6 dtEjJÉBanachzsig F*E EB Jt Sú sd. YX 
(1 )K 是 映 E 入 E* 的 角 有 界线 性 算 子 ，a* 是 KK 的 角 有 界 

系数 《参见 (2.18) 式 ) ; 
(2 )f 是 映 E* 入 EE 的 次 连续 算 子 ， 并 且 存 在 常数 kh 宇 0 ， 使 

198 


对 一 切 p, € E*, Q,€E*, 有 
(9,—9:, fp, —fo; «llo: oil (3.19) 


COR(1 +“ )IKI< 1. 


则 方程 (3.1) 在 BE* 中 有 且 仅 有 一 个 解 。 

证 因为 KK 是 映 忆 入 E* 的 角 有 界线 性 算 子 ,， 故 根据 定理 
2.5， 存 在 Hilbert 空 间 玉 《其 内 积 为 《*, ">)， 有 界线 性 算 子 S: 
E>HPERRHATB: H>H, S K-S*GO--B)S, # B. 
定理 2.5 的 结论 (iii)、(iii) 成 立 。 

下 面 首先 证 明 方 程 

b=(I+B)SfS*y (3.20) 
在 及 中 有 唯一 解 。 事 实 上 ， 由 定理 2.5 结论 (ii) HL M, Jr E 
(3,20) 5 
UB) 9-StS*j (3.21) 
JES 4r 4T = (I+ B) —StS*, WIERY p CH, 
(TV, Ty. d. — 0 m (I B)? QD, — 94i Vi 
—«4SfS*y, —SfS*), y. — pa). 
由 定理 2.5 之 结论 (ii)， 有 
(IB)? Gi — 90,4. — 0.2 
— h- yl. (3,22) 
另 一 方面 ， 由 定理 2.5 结 论 (i) 及 (3.19) 式 ， * 
(GSfÍS*y, —SES*),,), —P,> 

—(S*y, — S*y, ,fS*y, — FS*y, ) «klS*y, — S*y, |" 

sh S*l*ly.— vl «RIKIIm —vill*. (3,23) 
H1 (3.22), (3, 23) Bi s nf Ar 

Ty, Ti d. — 
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4 2 _ 1 
> PT EK vl 


= (sr AKI). vl melos pl, (3.24) 
= 4 " — i 
其 中 c= 于 an BK 0 .因此 , 7 是 1 一 1 E 
连续 映射 


对 任 给 gE 及 ， 由 (3.24) 式 可 知 ， 对 任 给 YE 肪 ， 有 
Ty, p> — 4T —T0,0—0» -4T0,9» 
ze -—ITellvl., 
所 以 T 在 瑟 上 又 是 强制 的 因此， 根据 附 录 定 理 4.12， 方程 
(3.21)， 亦 即 方程 (3.20) 在 态 上 有 唯一 解 、 
设 V* 是 方程 (3.20) 在 二 上 的 唯一 解 ， 叶 
=(I+B)StS*y*. (3.25) 
以 S* 作 用 在 (3.25) 式 两 端 ， 并 令 g*= 二 S*y*， 即 知 
p*=S*(J+B)Sfo*=Kfg*, — 
即 p* 是 方程 (3.1) 的 解 , 设 方程 (3,1) 还 有 一 个 解 pt 三 pg*， 则 由 
定理 2,5 的 结论 (Gio W, (SH pt=y*, JE HL D E, 
(S*)-!g* 也 是 方程 (3,20) 的 解 ， 此 与 方程 (3,20) 解 的 WE 一 性 
矛盾 . 综 上 所 述 ， 方 程 (3.1) 在 E* 上 的 解 存在 且 唯 一 .证 完 ， 
注 5.7 由 定理 3.6 和 容易 知 道 ， 对 任 给 YEE*， 方 程 
p=Kfø+y (3.26) 
在 E* 中 的 解 存在 唯一 .因此 , 算 子 (I 一 Kf)-! 在 E* 上 有 定义 ， 
JE HAE RS. 
定理 3.8 ” 设 定 理 3.6 的 全 部 条 件 满足 ， 并 进一步 假定 f， 
E*-Ej&Sk WW CI — Kf) ,E*--E* eSI, 
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WE VICES, >po. 令 pw=(7 一 Kf)-'y, (n=0,1, 
2 ,),5,279,^9,(0—2 0 ,1 ,2 ,…). 则 根据 定理 2.5 知 

u= Kf(u,+0,)=S*(I+ B)Sf(u,+0, (n=0,1,2,.), 
@h,=(I-+ B)SfQu V), Mu S*h, 于 是 

hGOTBJSEKG*h- y) 0-0,1,2,-)2. (3.27) 
(3.27) 式 两 端 以 (7 十 B)-: 作 用 之 ，、 得 

(I+ B)-'h,=Sf(S*h,+0,) (n=0,1,2,.). (3.28) 
于 是 ， 由 定理 2.5 及 (3.28) 式 ， 可 得 


r lh htm po Chaho), hs— hy? 
— SEG, 4-9.) — Sf(S*h, E.) f — ha? 
— (FCS*h, tp) —f(S*h E) S Ci. ho)) 
=(f(S*h,+0,) —f(S*h, 9 S* Gu ho)) 
+(f(S*h 4-9.) — CS ho 4-99) ,S* Ci, — hi) 
SKISH ha holl? FS A — Aollllf CS*ho + wy) 
—fCS*ho E y.) | <| K IA. — hol? 
t STA — ol E FCS TA, V.) — FCS ho Vll. (3.29) 


由 定理 3.6 的 条 件 ( 3 ) 知 ,下放 二 一 名 天 | 0 , 故 由 (3.29) 
式 及 f 的 连续 性 可 知 ， 有 


lim h,= ho 

于 是 lim 4,=4o， 从 而 lim p=po。 这 表明 (7 一 Kf)-! 是 连续 
的 .证 完 。 l 

33.9 ”在 定理 3.6 及 定理 3.8 中 ， 我 们 并 没有 假定 K 是 全 
连续 线性 算 子 。 

定理 3.10 tEdÉBanachzjd, E*JE ED JKM6 Zr B|, H 
gHilbertzsl], (E, H, ES AFERE. X E 
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(1 ) 民 是 映 已 入 匹 * 的 拟 角 有 界 的 全 连续 线性 算 子 ? 

( 2 )f 是 映 五 * 入 已 的 次 连续 算 子 ! 

( 3 ) 存 在 4 和 ac(c 的 意义 见 定义 2.11) ,使 得 对 任 给 p:， pE 
E*, Wü 

(9, —9:,fp, fp «Allo: —o.ls. (3.30) 
则 方程 (3.1) 在 BE* 中 有 且 仅 有 一 个 解 。 

证 ”考察 方程 (3.9)， 其 中 天 ;和 fi 分 别 由 (3.7) 和 (3.8) 式 
定义 ,由 第 三 章 引 理 3.8 可 知 ， 我 们 只 和 需 证 明 方 程 (3.9) 在 E* 中 
有 且 仅 有 一 个 解 . 

由 (3,30) 式 知 ， 对 任 给 p,，w:EE*, 有 

(~ fii - 5m 0. (3,31) 
由 引 理 2.12 知 天 ,是 角 有 界 算 子 ， 因 此 ， 根 据 定 理 3.6， 方程 
(3.9) 在 E* 中 有 且 仅 有 一 个 解 .证 完 .。 

附注 利用 线性 角 有 界 算 子 的 概念 研究 非 线性 积分 方程 可 
解 性 ， 是 可 .Amann(C5] 中 提出 的 。 本 节 的 结果 及 其 进 一 步 讨 
论 ， 可 见 H.Amann[ 4],C.P.Gupta C 1 2, F, E, Browderff 
C,P,Gupta{ 1 ),F.E.Browderl 12. 

利用 线性 角 有 界 算 子 研究 非 线性 积分 方程 的 其 它 工作 可 内 
C.P .,Gupta( 2), W.V.Petryshyn#szP.M,Fitzpatrick(1), 
M.Backwinkel-Schillings ( 1 J, J, BergerfuJ, Robert ( 1 3 
&. i 


$4 含有 非 线性 角 有 界 算 子 
的 非 线性 积分 方程 


先 给 出 某 些 一 般 性 定理 。 
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定理 4.1 设 E 是 自 反 的 Banach 空 间 ，K :EE->E* 是 半 连 
续 有 界 单调 算 子 (不 假定 KK 是 线性 的 )，f.E*>E 是 有 界 半 连 续 
的 角 有 界 算 子 . 则 对 任 给 yEE*， 方 程 


cT Kfo- (4.1) 
在 ER* 中 具有 唯一 解 。 
证 ito 和 op; 都 是 方程 (4.1) 的 解 , 则 有 op, — 9. Kfg, — 
天 fp:= 0 .于 是 
(p, —Qpi,fp, —fo,)+(Kfo, — Kfo,,fo.—fo,)= 0. 
(4.2) 


由 于 天 是 单调 的 ， 故 ( 开 fo, 一 天 fp:，fp, 一 fg,) 之 0 .由 于 f 是 
角 有 界 的 ， 故 f 也 是 单调 的 ， 即 (p: -pfp —fp:)> 0 ,因此 
由 (4.2) 式 知 ， 必 有 
(~p: fp, —fo,)= 0. (4.3) 
根据 角 有 界 算 子 的 定义 知 ， 对 任 给 gEE*， 有 
(9 一 pifo - Fg) &C(o, ~p: fo, —fp,)= 0, (4.4) 
令 p = 二 gz 十 ih(t> 0)， 则 由 (4.4) 可 知 
(h,fo,—f(g.,+1h))< 0 (4,5) 
4i-0, Ph, fp, —fo,)& 0 .注意 到 AEE* 是 任意 的 ， 故 必 
有 fw: - fo, Aip, = 一 天 fp - —Kfo,—gp.. XXE HJ E 
(4.1) 至 多 有 一 个 解 ， i 
AUR K 0 — 05010 —0 38 EB — PR IRL, 则 令 f p= fo —Ff0, 
K,o-KG-- fg) - KE0,9, —6— Kf0, ARTI FR CALI) 必 等 价 
CToctK,fp-y, XHK,0-0,£,0—0. 因此 ， 不 失 一 般 可 
以 假定 K0=0，f0=0 
因为 {是 角 有 界 算 子 ， 故 存在 C> 0 ， 使 对 任 给 gEE*，hE€ 
E*, gCE*, dH 
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(h—g,to—th)<C(o—g,to— tg), (4.65 
令 g 二 6， 并 注意 到 f0 二 9， 由 (4.6) 式 可 得 
(Gh, fp) Cp, fo) (h,fh) 
R> Cl], BUFFET, jiran ce Et F SM, B 
有 
Rlfyll= sup, Ih, fD &C(Co, fg) +m, (4.7) 


Ruhm=R sup [fA — # SK. R M= Veo BOE 
jatl==R 
r> sup [Kel & D— 《PEE [lel sr) 4 
Tp-—K-(-—9) 
则 7 是 单调 映射 。 故 根据 Debrunner-Flor 引 理 (ALIM 3 B| 38 
4.7)， 存 在 g*ED， 使 对 任 给 (g, 一 4)EG(7T1bp) 有 
(g—g@*,Ffo*—u)> 0 
Hg, -WEG id, Hgl<r, 3 Hat Ku-y. H 此 ， 
(9— Ku—g*,fog*—u)z 0 (4,8) 

Xi —9guctueE|lKu—vlsrr3r. 在 (4.8) RH &u-0, 18 
(p*,fo*)«(p,fo*), 故 由 (4.7) 式 得 

R|fo*| x C(o*,fp*) -msClfe*lllyl +m. (4.9) 
Wllfo*| x M. @&u=tftoet—th, Hi 0 << 1, kEE, lhs 
1, MjHrE X, #lKu— plr. fEG4.8) suu, f$ 

(p—Ku—g*,h)> 0. 

4t--0, fO —Kfo*—o*,h)2 0. 由 于 heUOCcELl s 1) 
是 任意 的 ， 故 必 有 9%* T Kfo*- 9. E. 

定理 4.2” 设 EE 是 自 反 Banach 空 间 ，K ;E>E* 是 连续 有 
界 的 单调 算 子 (不 假定 KK 是 线性 的 )，f,E*-> 玉 是 连续 有 界 的 角 
ARATAKE ,EE*->E* 是 连续 的 ， 
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证 H 3 4.13, (TI+Kf) BR E*AE*. FE (Q+ 


天 人 一 的 连续 性 . 设 
p: Kfg,—)., e; +Kfio,=ú 
则 有 
g ,=(I+Kf)"'0,, o, GO KE)" ys, 
由 长 的 单调 性 知 
(9,—90—Gi —9), fo, — fo) 
=(Kfo,—Kfo,, fp, —fo,)> 0, 
故 有 
(pi—p fo,—fo,)< (0. p fpi fo 
由 f 的 角 有 界 性 知 ， 对 任 给 %EE*， 有 
(0—9,,fo, —fo)xC(o, 一 fp 一 fp:) 
«CQ, -pfp —fo:)<Clifo, -folly — ll, 
所 以 
(oO 一 0 fp 一 fp )= 一 (oO 一 pfo 一 fp ) 
TG -—9, fo; —fo) «l|lfo—fo, lllo- v. l| 


tC|fo, -fø illy —9.. i | (4.10) 


EUIR, 4-9, +h, lh] —t, 得 


tlfp, — fol xta) Cllfo, — felll: — pls (4.11) 


其 中 a(D)= sup lfo-fo l. 因 此 ， 当 ly: — vil RE 


ifo; —fg,lsx2a(0. BffEg, AR XS ERI lima (2) = 0 .因此 ， 


注意 到 KK 的 连续 性 , 即 可 由 
AKH p UH KD7'y,-9,—9i 
-mO,—)-—(OKfp, — Kfo,) 
WHK RER. EZ, 
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WERBanachalW, CEJJEEWDHIBUE T Z BJ JE, 满足 
E,CE,CE;, CCEC Pr ESE REAT. P.H H 
HATPIRE*AET, WRdimE,—dimET gk En, P EXPT) 
是 投影 完备 的 ,如 果 对 任 给 xEE 和 yEE*, 都 有 Px->x，P*y~> 
y。 在 下 面 一 个 定理 中 ， 假 定 上 是 自 反 空 间 , 并 B (E, P. 
BE*，P*} 是 投影 完备 的 ， 

设 VEE* 给 定 . 在 考察 方程 (4.1) 的 同时 ， 考 察 有 限 维 方程 

(T+K,f,)p.= Pro (4.12) 
Ap, f,=PfP*, K,=P*KP., RER, tf, ETE, K.: 
,>E*. 下 面 讨论 方程 (4.1) 的 解 与 方程 4.12 的 解 之 间 的 关 
#. . 
定理 4.5 设 K E— E* 8528 RAWAT (ABRE KE 
线性 的 )，f,E*->E 是 有 界 连续 的 角 有 界 算 子 ， 则 对 每 一 个 HB 
然 数 %， 方 程 (4,12) 都 存在 唯一 的 解 p*， 并 Ho? dk SUT 方程 
(4.1) 的 唯一 解 p*， 

证 因为 {EE,，P,，EB*，P*} 是 投影 完备 的 ， 故 根据 共 哆 
定理 容易 证 明 ， 存 在 常数 M， 使 得 对 每 一 个 rm， 都 有 , 

IPM, IPM. (4,13) 
W n, Mu.swcE*M, 

(Fu—faw,w—v) -(P,EPTu— PfP*w,w—v) 
=(fP*u—fP*w,P*w—P*v) 
«C(FP*u—fP*v,Ptu— P*v) 
=C(P,fP*u— P .fP*u,u—u)=C(f,a—f,u,u—u) 

即 和 是 角 有 界 算 子 ， 同 样 可 以 证 明 对 每 一 个 %， 帮 , 是 单调 算 子 . 
因此 ， 根 据 定 理 4.1， 对 每 一 个 as， 方程 4.12 必 存在 唯一 的 解 
ercET, 即 
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o* + K.fot- Pt. (4,14) 


由 天 ,的 单调 性 和 (4.14) 式 ， 有 


—(K,Eot — K,f,8, fot- 0, (4,15) 
Wr Cl Pte —K.£0l, DiCA D XO ERY mA 
rinor CC? —50,92) tm, (4,16) 


其 中 m 是 一 常数 .由 (4.14).(4.16) 两 式 ， 可 以 得 到 
r|f,ptl <C dor —f,0, Pry— Kf0)+m 
«Cf otl Pty —K.f0l-- IRO PT — K fol tm, 
Br DA CIf ot OE RS ih C4 10 3B pA, (otl d # A 
fi. 
设 gp* 是 方程 (4.1) 的 唯一 解 ， 令 ;=fip* — fot h= Py 
五 fo* 一 9%*， 则 由 到。 的 单调 性 可 得 
(gf —p*—h, f,pt—fg*--u) 
= (K,fo*t —K,fpt, fot —fp*)« 0 , (4.17) 
所 以 ， 由 (4.17) 式 知 
O 0 «(gf fg — Fe) 
«|t — frot || + lulilo — ex + lll. 
注意 18 一 0 ullo 0, Oft rfCotir sp A, dk 
e,7 (pf —9* f.p? —f,o*)— 0 (4,18) 
另 一 方面 eene sp hotel, 则 仿 (4.11) 式 
的 证 明 可 以 证 得 
t(f.ot —fo* «ta t) FC (or —9*, fapt — fapt) (4.19) 
由 (4.13) 式 易 知 ，lim au(f)= 0 关于 n 一 致 成 立 ， 即 对 4E 


给 s> 0, TEE Oct «e, BI Bp, xp Wnspfia (t) 
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<e. 对 上 述 1， 由 (4.18) 式 知 ， 必 存在 N etin N np. e< 
t, ECL 19038, tei, BUHDADAaDNH, # 

lf pf —f,o*l <a (E?) 4 Cel es Cd), (4,20) 
在 (4.20) 式 中 令 e-~ 0 ,并 注意 到 fup*->fp*。 即 得 lim fip* 一 


fo* .所 以 
limg* —lim(P*y — K,f.p*) 
-—)—limK,f,9?—-y—Kfo*—p*. 
证 完 。 ñ U : 
注 4.4 EERI. 1 E 2AE. 3P, BET EEH 
反 空 间 ， WREKE HREM, [BF AR Hp. f 把 E* 中 的 每 一 
个 有 界 集 映 为 上 中 的 相对 弱 紧 集 ; M RE 理 4.1、 定 理 4.2 和 定 


理 4.3 的 结论 仍然 成 立 。 
作为 应 用 ， 下 面 考察 Hammerstein 型 积分 方程 


p+ | kG.) f or eod y G0, (4,21) 


其 中 C 是 天 "中 的 可 测 集 ，0 <mesÇG<+ co, 
定理 4.5 dE (1) 存 在 1<p< 十 co， 常数 e> 0 以 及 
co (w)€L (pb 十 9 一 1)， 使 得 对 一 切 xEG,aER: ,有 
[f Cx 1:0 | <c, lul’ t eo(x)1 (4.22) 
( 2 ) 存 在 C> 0 ,使 对 一 切 xEG ,u,v,wER'!， 都 有 
(f(x,u) —f(x,u))(u —v) 
sCCf Giu) — f(x,v))(u—v) (4,23) 
CIOWE GERI ZLIEBU SEEK RLLAL JE BRE GR 
Bj. 
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ans 


则 对 每 一 个 EL,， 方 程 (4.21) 在 中 存在 唯一 的 解 。 更 进 一 
步 ， 算 子 (1 十 Kf)-! 是 映 L, 入 L, 的 连续 算 子 . 

证 在 定理 4.1 和 定理 4.2 中 ， 令 二 上 ,， 则 易 知 定 理 4.1 
和 定理 4.2 的 全 部 条 件 都 满足 , 故 由 定理 4.1 和 定理 4.2 知 ， 定 理 
4.5 的 结论 成 立 . 证 完 . 

定理 4.6 HS (1 ) 对 任 给 R> 0 ， 都 存在 g a(x)CL, , 使 
fL PUB x€G, fu—ulu «R, 88 

|f Cx,u| m gis (4.24) 

(2 ) 存 在 C> 0 ,使 对 一 切 xEG ,u,v,wER: ,都 有 

(f(x,u)— f x ,w))(w —v) 

xCCfG,u) — f (x,v))(u—v) (4,25) 

(3 )K 是 映 L, 到 上 -的 单调 算 子 ， 

则 对 每 一 个 pEL,， 方 程 (4.21) 在 L. 中 存在 唯一 的 解 。 更 E 一 
步 ， 算 子 〈7 十 天 有 一 是 映 世 -入 工 -的 连续 算 子 。 

证 令 E=L,。 由 条 件 (1) 并 根据 N.Dunford # J.T. 
Schwartz[ 1 ] 第 四 章 83 定 理 9 u[An, HE BRL. mpeg A RA 
LRR SRE., 因此 ， 根 据 定理 4,1 和 定理 4.2 并 注意 到 
注 4.4， 即 知 定理 4.6 的 结论 成 立 . 证 完 ， 

附注 与 本 节 内 容 有 关 的 进一步 讨论 ， 可 见 日 .Brezis 和 
F,E,Browder( 4 3, D, Pascali( 12. 


$5 单调 算 子 理论 的 应 用 


在 本 节 中 ， 我 们 给 出 单调 算 子 理论 在 非 线性 积分 方程 理论 
中 的 某 些 应 用 .关于 单调 算 子 的 有 关 概 念 、 符 号 和 结 论 ， 见 附 
3$4. 
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定理 5.1 设 E 是 自 反 的 Banach 空 间 ，K ; E*— P (E) 极 
KR, ERCK). E ~ER, FERRI ARR, 
县 是 强制 的 . 则 对 任 给 yEE， 抽 象 日 ammerstein 型 方程 

y€O + KDo (5.1) 
至 少 在 中 有 一 个 解 . 
证 显然 ， 只 和 需 证 明 存在 pgEE，, 使 
0cfp—K-'($—9), (5.2) 
对 任 给 gEE， 定 义 
Tp--—K^(Q-9). 
显然 了 的 图 象 C(7) = —GCK ^0 FK C9,00. 由 于 KK 是 极 大 单调 
Bg, ATK 8 K URS LB DAT tb kk K 18085. 根据 附录 
定理 4.8， 必 存在 pgEE， 使 得 9E(f 十 了 了 )p。 这 吉明 (5.2) A 成 
立 、 证 完 。 

推论 5,2 ” 设 天 是 自 反 的 Banach 空 间 ， 开 , E*— E E ME 
单调 算 子 , D(K) 二 E*，f,->B* 是 单调 、 半 连续 、 有 界 的 ， 
并 且 是 强制 的 . 则 对 任 给 gEE ,抽象 Hammerstein 型 方程 

p+ Kfpo=% (5.3) 
在 中 至 少 有 一 个 解 。 

证 由 附录 引 理 4.11 和 定理 5,1 推 出 .证 完 。 

定理 5.3 设 E 是 自 反 空间 ,KK :EB*->E 是 半 连 续 单 调 算 子 
(不 要 求 线性 ) ,DOK) —E* BR ESPES UH. E RS ARCA 
38 GN BR BI DR (IKE) 1 E-P(E)hk 34 FRE, W| xF TE 
给 gEE， 痢 存在 gEE Ele + Kfp—y., 

”证 设 pEE 给 定 , 令 wo 一 pg 0, | 
I go=f(o-+ 0), 
Wr fp + K fo = yn ELS pk. 
210 


o-4- Kgo=0 
的 形式 ,显然 9 也 是 有 界 的 极 大 单调 映射 . TAEA + Kg): 
也 是 局 部 有 界 的 ,事实 上 ， 设 .EC 二 Kg) 有 ->h， 则 届 十 一 
h 十 ,并 且 
ht YE tP + Kf(0,+ 0) 。 

BKOTKD C BS GEm, (HEARR, Was) 也 
是 有 界 的 .这 表明 (7T 十 天 9)- :也 是 局 部 有 界 的 .因此 ， 不 失 一 般 
性 ， 我 们 可 以 假定 $=0. 

因为 开 是 半 连 续 的 单调 算 子 ， 故 开 是 极 大 单调 的 . 由 f 的 极 
大 单调 性 可 知 位 :也 是 极 大 单调 的 。 因 此 ， 根 据 附 录 引 理 4,11 
Gv) fF T KJEBUK GRIS, FEC HO :是 局 部 有 界 的 。 
BEEK) Yn, £ar Wun Ef Yn 使 得 

x =u+ K y,=u,+ Kfu,= (I+ Ku, 

HAJKO CERRAR, Mim EARR, BTE H R 
KIRO LEHRE ACECHO :是 局 部 有 界 的 . 根据 
附录 定理 4.10， 存 在 vEE* Eed tK), woef v, {E0 
—g*-- Kv, W|ijAo* --Kfo* —0. EZ. 

如 果 开 是 线性 算 子 ， 则 定理 5.3 中 关于 f 有 界 的 假设 可 以 删 
M. 

定理 5.4 设 E 是 自 反 空间 ，K ,E*-> 是 线性 单调 算 子 ， 
D(K)=E*,f.E 一 EB* 是 半 连 续 单 调 算 子 ，D(f)= 玉 。 如 果 (I 
十 Kf)-! 是 局 部 有 界 的 ， 则 对 任 给 gEE， 都 存在 pEE， 使 得 9 
+Kífe= 0, : 

证 不 失 一 般 性 , 假定 y=60。, 因为 玉 是 线性 单调 算 
T. DC(K)=E*， 所 以 由 附录 引 理 4.2 3, K 是 连续 的 。 从 
而 根据 附录 引 理 4,11 知 ， 上 KK 和 ff 都 是 极 大 单调 的 。 因此 ， 

211 


天 -十 f{ 也 是 极 大 单调 的 .下 面 证 明 ( 开 一 十 f 人 一 是 局 部 有 界 
BI AER AWER: HER GLO CE, BYEK t TDxflly 
y 可 以 推出 {x,} 有 界 , RLE, BuncK 7 xs WAYS ut fx, 
故 
Ky,= Ku,+ Kfx,=x,+ K fx, 

天 的 连续 性 表明 并 y, K y. Fée Kf): HERA TER 
ARAK HH C ERRAR. 根据 附录 定理 4.10， 
存在 pg*EE， 使 E(K-7! 十 人 gp*. 显 然 p* 十 Kfgp*==0. 证 完 。 

下 面 讨 论 非 线 性 积分 方程 的 唯一 性 问题 ， 

RHE-—^4Hilbertzs, H EH K BI +T = Bj, HE 
H ,# Hh WK 332 lj, SP o H>H, MP: HH 8 
KH3JH RH :的 直 交 投影 算 子 。 

定理 5.5 ” 设 ，(1) 开 ，,: H,—H,REHMERK REOR Ts 

(22K, H,—H JÉBVEBUK ERAT , HE F 在 m> 
0 ， 使 得 对 任 给 gED(K ,) 有 

(K ,9,9) 2 mloll' ; (5,4) 

(3 )f :如 ~> 厅 是 有 界 连 续 的 强 单 调 算 子 ， 即 存在 c>> 0 ,使 

HER EH sp: EH, A 


(fo, —19,,9; 7P >clp 一 02 (5.5) 
(4)cm> 1; 
WIE VCH ,方程 
9-(K,P, —K,P)fo-9 (5.6) 
在 互 中 具有 唯一 解 ， 
证 先 设 y=0, 下 证 方程 
p+(KiP,—K,P fp=0 (5.7) 


在 瑞 中 存在 唯一 解 ,对 pEH ， 存在 pg, EH ,， PEH, 使 得 w= 
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1 十 9;。 显 然 方 程 (5.7) 等 价 于 

$, +K,P,f(o, +o,)=0, (5.8) 

o,—K,P ,f(o, +o,)=0. (5,9) 
HARIRA EKo EH, JR. EH PPS — + 
EKE, Mp EH HER, HRCA, BRA] So) = 
=P, fp, To RH AH HERRAR, ED xg £ 26 
o CH,, p:EH:,% 

(Sid -S(gD p —p;)>c||lp, 一 2 二， 

JRISEIGRGESE4.12, R(S)= H ,,3: B3ff2u ECH: EH, 
有 


[ST (u) =S voli llu, wl, 5.10) 


因为 六 ;是 极 大 单调 并 且 是 强 单 调 的 , 根据 附录 定理 4.9， 
ROK ,)— H ,,JEBXHETi&v, EH ,, v;€H,, 


e -Kvv <+], —vill. (5,11) 
BiAem1,3806.10,(,.10BxA, SK, H,—H, 
是 压缩 映射 . 故 必 存 在 p+E 态 , ,使 


gi=STKkK7ig*, 
RRINE — Ap EH, ,方程 (5.9) 在 万 ,中 存在 唯一 的 解 p*。 
E X91 - Rgp, 则 RR,; 石 ,一 及 ,， 并 且 方 程 (5.9) 等 价 于 
Rø, — K ,P,f(g, t Reo)=0 (5,12) 
下 面 证 明天 是 一 个 有 界 连 续 映 射 .事实 上 ,对 任 Ap €H € 
H., A 
c| Ro, — Ry, l* (Gp, + Rg,) 
—f(0 + Rp) Ro, — Ry) - CIO, + Ro.) 
一 fp: T Ry,), Ro, — Ry), (5.13) 
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由 (5.12) 式 可 知 
(fp. + Ro,)—fy, RU) ,Rp, - RY) 
—(Ki' Rọ, —Ki' Ry, , Ro, — Ry, ) 


«Re, 一 Ry |’. (5.14) 
由 (5.13) (5.14) 两 式 即 可 知 ， 有 
(c- 二 JR 一 Ri 和 fy: 二 Rp.) —f(p, + Roo. 
CEU] RF ,--H LAUR RER. 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 在 态 , 中， 方程 
Pi +K P ,f(@,+Ro,)= 0 (5.15) 
存在 并 且 仅 在 在 一 个 解 即 可 . 令 Q= 书 ,f(C7 二 RD) WARRE 
界 连 续 性 知 ，Q 是 有 界 连 续 的 ,由 于 f 的 强 单调 性 ， 对 任 给 w,E 
H,,4,€H ,, A 
elg. -y| +e Rp, — Ryl? 
«(fig Rp) —fG, Rp) pip) 
+E, Rp) FO, E R90, Re, — Ry) 
由 (5.14) 式 ， 可 以 得 到 


elle; —9.1* (c7 L)IRo. -Ryl 


«(f(o, + Ro,)—f(y, + RY,), 9 —91). 
于 是 ， XHMEBO,CEH.,,€H,, 


clo; -p «(QQo; -Qui,o:—v)D. (5.16) 
故 Q 是 强 单调 的 ,因此 Q 强 制 , 根 据 定 理 5,1， 
o +K,Qo, =0 (5.17) 


#H sp Eddg—TR.TuE EC.UDIREgIE— PE. 事实 上 ， 
Ep, t K.Qo.—0,9, +K iQ, =0, 则 由 (5.16) 式 并 注意 到 
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K ,的 单调 性 ， 有 

elo: Vill sp -p tK: Qp -K.Q Quo. —QY1) 

一 0， e ass 
Bio; =p: ,这 表明 方程 (5.17)， 亦 即 方程 (5.6) 的 解 是 唯一 的 
因此 ， 当 y==6 时 定理 的 结论 获 证 。 

当 y 寺 0 时， 做 代 换 %w==p 一， 即 可 化 为 上 面 已 经 讨论 的 
情况 .证 完 。 

附注 ”利用 单调 算 子 理论 研究 Hammerstein 型 非 线 性 积 
分 方程 的 工作 除 D.Pascali 和 S.SburtanC1] 外 ， 还 见 工 I. 
Kolodner( 1 ),J, KolomyC 1 ),( 23, F,E,Browder( 1), 
F,E.Browder,D,G,de Figueiredof1C, P.Gupta( 1), W. 
V,Petryshyn fu P, M, Fitzpatrick( 1 )#. 
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第 五 章 “ 非 线性 积分 方程 的 多 
Ei HH 


本 章 及 下 面 两 章 ， 将 研究 非 线性 积分 方程 非 平 几 解 的 存在 
性 及 其 它 性 质 。 本 章 使 用 的 方法 ， 主 要 是 拓扑 方法 。 


8$1 拓扑 度 的 计算 


定义 1.1 设 E 是 Banach 空间 ， 人 2 是 EE 中 的 有 界 开 集 ，44， 
OE 是 全 连续 算 子 。 如 果 存 在 的 收缩 核 矿 ,使 AOA) 
CW;, WERE CA, Q) 的 一 重 本 质 核 ， 利 用 归纳 法 定 X 
CA, Q) 的 n 重 本 质 核 如 下 :， W.E A, Q) 的 2 一 1 重 
本 质 核 oQ W. >< 4, W, W, 的 收缩 核 满足 
AGQn W, ,)cW,, WW. CA, Q) 的 n 重 本 质 核 ， 

注 1.2 CA, Q) 的 一 重 本 质 核 总 是 存在 的 ， 例 如 取 
W= coAQQ), W REC, O) 的 一 重 本 质 核 ; 若 090 W, 
气力 RW ,=coAGQ0Q W ), WW CA, Q) 的 二 重 本 质 
核 ;?* 重 本 质 核 可 以 类 推 得 到 。 由 定义 易 知 ，(4， 只 ) Bin 
质 核 不 唯一 确定 。 又 按 定 义 ，# 重 本 质 核 素 , 的 存在 并 不 保证 
# 十 工 重 本 质 核 的 存在 ， 只 有 0 人 W > bf, n+1 BERT 
存在 ， 最 后 ， 在 定义 1.1 中 ， 矿 ,显然 也 是 五 的 收缩 核 ， 故 存在 
RI HI E—W,. 

定理 1.5 WA, ->E 是 全 连续 算 子 ， 并 在 9Q 上 没有 不 动 
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HR. BWE CA, Q) 的 某 一 * 重 本 质 核 。 则 下 列 结论 成 立 ， 

(i) 车 ƏəQn W, 9, QnW,xó, Hg r, E—W.J&fg X 
WR, QO(W.=Q n W, W 

deg(1—4,Q, 0 )=deg(I—r,A, QUV 2,0, W.) 

Gi) #QNAW,=¢, M| deg(I— À, Q, 0)= 0; 

Gii d W,c Q, M deg(7—4, Q, 0)= 1. 

为 了 证 明定 理 1.3， 先 证 明 如 下 引 理 : 

3181.4 设 玉 是 E 的 收缩 核 ，r， EWE Dš xc Bš, 
AW) 是 不 中 的 有 界 区 域 ，4:， QWE ARX T, 3t 
且 在 08( 玉 ) 上 没有 不 动 点 ， 其 中 903( 丈 ) 表 示 和 8( 丈 ) EW PR 
AR. WV EW KPZ ABROQOV)AW,, WFF 26i 
成 立 : 

G) #óəQ(W)ñW *-9,00V ) QW 12c0, Bri; EW, 
Jf, QOV))9- QOPVO)OW,, Mi 

deg(/—r4A, QW), 0, W) 
—deg(I—r,4, QUV,), 0, Wo); (1.1) 

Gi) #Q(W)0W ,=%, 则 

deg(/—rA, QW), 0; W)= 0; 

(iii) # W C QO), Wl 

deg(I—rA, QUY), 0, W)= 1. 

证 ”因为 r4;, QOV)—W, 3B24xCG9Q0(W I, AxeW, 
cW, BOW xcoQOV), rAx- Axex, Wlk, deg(I-rA, 
QW), 0, W) 有 定义 . 同 理 可 以 知道 deg( -ri d, 
QW), 0, W) 也 有 定义 。 令 于 : W>W ER 核 收 缩 ， 
A,— rtrA, WA QM >W cW, Bri, rA: 人 (WV) 
W, WBXELABROQOV)AW,;, iuxcoQOP bh, rtr Ax = 

217 


4x=r4x。 根 据 相 对 拓扑 度 的 边界 值 性 质 ， 有 
deg(I—rA, QW), 0, W) 
—-deg(—4,, QW), 0, W). (1.2) 
先 证 Gi — NUERPE AREERO,SODW —QUV),1A, f 
Kk TESEREIO E, S dra I PCT dou At. £ A,=rt rA*, 
MA: Q—W,.cW, BF xCcQOV)Bj, A,x— rf rA ux = 
A1x， 故 由 相对 拓扑 度 的 定义 有 
deg —44,, Q(W), 0; W) 
-deg(/l—4,, Q, 0). (1.3) 
HFA: QW, 3EB34x€Q0(V OB, Aix Ax, #& 
把 4, 看 成 是 局 限 在 QOL EMT, HEF EE 的 定 


义 ， 又 有 
dez([— A, Q(W 5, 0; W.) 
—-deg(1—4,, Q, 0). (1.4) 
X34 xc0oQUE ,) B], Aix Ax=r Ax, Buh yp ë TE 
质 ， 有 
deg(I—.44,, QW), 0, W.) 
=deg(I—r A, QW), 0; W). (1.5) 


H (1.2) ~ (1.50 式 ， 引 理 的 结论 (i) 成 立 ， 

再 证 Gi) ”用 反 证 法 。 设 deg(I 一 rA, QW), 0; 
环 ) 关 0， 则 由 (1.2) 式 及 可 解 性 知 ，4 必 有 不 动 点 xX*E4( 矿 ) ， 
但 另 一 方面 ，x*= A,x*€GW ,, J55QOW)nW =ó 7 B. dk 
Gi) fi. 

最 后 证 Gi WQ, AF] CO WEA, H.D (1.3) 
两 式 可 知 

deg(T—rA, QW), 0; W) 
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—deg( -—4,, Q, 0). (1.6) 

取 半 径 充 分 大 的 开 球 Bi= GE |xll R3, 使 人 CBs 
把 4, 保 持 全 连续 性 由 名 延 拓 到 B: 上 ， 延 拓 后 的 算 子 记 为 4t. 
令 4 二 rrA， 则 当 xE0 时 ，Asx=Aix。 由 As: Br>W C 
人 ， 并 注意 到 4 在 9Q(WV) 上 没有 不 动 点 ， 可 知 4s 在 BARER 
有 不 动 点 ， 故 

deg(/—4,, Q, 0)=deg(1—As, Q, 0) 
—deg(/—4,, B, 0). (1.7) 
HAB Bo 入 自身 ， 故 deg (1 一 4，，Bi，0)=1, EIHC1,6). 
(1.7) 式 知 结论 (iii) 成 立 。 引 理 1.4 证 完 . 
定理 1.5 的 证 明 ”由 于 是 其 本 身 的 收缩 核 ， 故 有 
deg(7 — A, Q, 0) 
=deg([—TA, Q(E), 0, E), (1.8) 
WWG—1, 2, *, n) 是 CA, 9) BJ i EER k. 由 本 质 
KJE XV; 026 (i1, 2, ++, n—1, FED. Xi 
QNW eó, &r, 一 WV 是 相应 的 保 核 收缩 ， 反 复 运用 引 38 
1.4 的 结论 (i) ， 可 得 
deg(I—1A, XE), 0, E) 
=deg (I —r..,A4, QUE, ,), 0; Wy. (1.9) 
再 利用 引 理 1.4 的 结论 (CO. Gi), (iii)， 即 知 定理 1.3 的 结论 
G), Gi), Gii) 成立， 

HRH iOS LS- BRiii1,i-1i4giüD, 
Qn Wi =ó, HH 1<Si<io OnW;e$ó. 显然 这 只 有 在 定理 
1.3 Gi) 的 情况 下 才 会 出 现 . Bj (1.89. (1.9) 式 的 证 明 ， 
可 知 | . 

deg(1— A, Q, 0) 
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=deg(I—r; - 14 QW i 1), 0; W, -1). 
再 利用 引 理 1.4 的 结论 〈ii) ， 即 知 deg(7 一 4，2，0)=0。 证 
e 
zü 


注 1.5 ” 设 @ 是 有 界 凸 开 集 ，4，9->~ 已 是 全 连续 算 子 ， 在 
d 上 没有 不 动 点 ，4(9Q)C8. W QE CA, Q) 的 一 重 本 质 
核 。 故 著名 的 Rothe 不 动 点 定理 是 定理 1.3 之 结论 Gii 的 特 
fl. 

与 定义 1,1 与 定理 1.3 相 平行 ， 有 

定义 1.6 设 玉 是 Banach 空 间 E 中 的 收缩 核 ，Q(WV) 是 歼 
中 的 有 界 开 集 , 4.Q OW) W E 23653. SR dE WR c 
WW, EACUOQUOP)) CW,, W W. JE CA, AW) 的 
一 重 本 质 核 。 利 用 归纳 法 定义 “A4，Q(WV)) BJ n EISE E; 如 
T. W, E, QW Dn- EER, 900VO OW, 
Sp, W ÆW. WRR, iiBA(QQQOUP)nW, -CWn W 
#W.,E CA, RW) Bünd E WE. 

定理 1.7 设 4: 人 Q( 矿 )->WWV 是 全 连续 算 子 ， 并 在 00V) 
ESUBORI3DA. RWE CA, QOV)) 的 某 一 n 重 本 质 核 , WJ F 
` 列 结论 成 立 . 

G) # oQ (W 0 W,=ó, QOV)0W,xó, Wr, W> 
Wü dd. QUE =Q 0 W )nW,, WJ 

deg ~A, QW), 0, W) 
-deg( ~r, 4, QW ds 0, Wa) 
Gi) ZQOV)nW,-ó, m 

deg(7 ~—A, QUV), 0, W= 1, 
Gii) EW,cQOY, WJ 

degl —4, QUOI), 0; W)- 1. 
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定理 1.7 的 证 明 与 定理 1.3 相 仿 。 
下 面 利用 定理 1.3 和 和 定理 1.7 给 出 拓扑 度 计 算 的 车 干 具体 方 
ik. 
3181.8 设 天 是 一 个 无 穷 维 的 Banach zi H, r2 0 MJ 
D,= (x€E | |x 2r E ERS—4- WE. 
这 一 引 理 的 证 明 见 J.Dugundji (12. 
定理 1.9 设 已 是 无 穷 维 Banach 空 间 ，4， QE 是 全 和 连 
BST. WipERAYESHTB. 0Q-—E, WR. 
(1) inf] Ax+ Bx||> 0; 
(2) XE ff £5 xcoQ ,. t€ (0, 1), JH 
Ax Bx >1(x-+ Bx). 
Wjdeg(I—4, Q, 0-0. 
证 把 B RERAGEHMEXERRSIO E. RERUATUACT Unio 3 
B, 4 
B=inflAx+ Bxl, m—sup|Bxl, 


M --2suplix]l, 
x€Q 


R N=maxÍ 1, r, 令 


Hü, x)=Gü+(1—DNJ)Ax+(—D(N- 1)Bx, 
RAE tE, 1), x,€00, 使 x, Ht, Xo), MH 


Ax + Bx, = (x+ Bx). (1.10) 


1 
L +(1—t | )N 


由 入 之 15, 4 tE, DR, + (1—1)N2 1, W (1.10) 
式 与 定理 条 件 C20 矛盾 。 因 此 ， 对 任 给 IE[0，1]， x€oQ9, 
Bx HG, x. BRE 
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deg(I— A, Q, 0)—deg( — H(1, +), O, 0) 
=deg(I—H00, +), Q, 0) 
=deg(I—(NA+(N—1)B), Q, 0). (1.11) 

RW =xEE |x >M}, BI E ETZE Banach 空间 ， 故 
gH3[1.850, WEEDS CHA. EE, H 
IN Ax CN — D Bxlz N Ax Bx|| — lBxll 
2zNü—mzM, 
BONA ON —1)B) (00) CW ,,. BV ,d& (N A--CN — DB, 
Q) 的 一 重 本 质 核 。 另 一 方面 显然 又 有 W: 门人 =$。 故 由 定理 
1,3 的 结论 〈ii) "pn 
deg(/ CUN A--(CN 0B), Q, 0)= 0. 
注意 到 O.1D 式 ， 即 知 deg J-A, Q, 00— 0. E. 
推论 1.10 ” 设 E 是 无 穷 维 Banach 空 间 ， 是 已 中 的 有 界 开 
A. 4. QE 是 全 连续 算 子 。 又 设 
(1) inf | Ax||> 0; 


(2) 对 任 给 XE0Q，1E(0，1]， 有 Ax 二 ix，。 
则 deg(7—.4, Q, 0)= 0 

证 在 定理 1.9 中 ， 4 Bum 0 NI. 证 完 。 

推论 1,11 设 EE 是 无 穷 维 Banach 空 间 ，Q 是 EE 中 的 有 界 开 
4o A: 全 -~ 已 是 全 连续 算 子 。 设 存在 全 连续 算 子 5; 9Q 一 EE， 
满足 ， 

(1) inf|Bx|>0; 


(2) XHEZxCOQ, 1020, # x—AxXtBx., 
则 deg(/ — A, Q, 0)= 0 . 
证 4B,—-B—AÀ, MJA+ B =B. BistisetE (1) Al 
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iafl4x+Bxl> 0 , (1.12) 
x€ 2@ 


下 证 对 任 给 xE90Q2，tE(0，1)， 有 
Ax+Bixxt(x+ B x), (1.13) 
事实 上 ， 如 果 存 在 XEN, E0, 1), Axi +B x= 
t (w TB ix o), WE CHORERJB = B— A) 


xo— Axo= 7i Bx, 
0 


此 显然 与 定理 条 件 〈2 ) 矛盾 。 冤 对 任 给 xCoQ, 1€(0, 1), 
(1.13) 式 成 立 。 由 (1.12), (1.13 式 可 知 ， 定 理 1.19 的 条 
件 满足 。 故 根据 定理 1.9， 有 deg(7— 4, Q, 0)=0. EZ. 

利用 上 述 推论 1,10， 可 以 证 明 下 列 的 区 域 拉 伸 与 压缩 不 动 
点 定理 。 | 
定理 1.12 WO MO, 63 HEBanach 空间 E 中 的 两 个 有 
RFE, OEN, QCR, A: QAQ ER SESN T. X 
设 下 列 两 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 对 任 给 xEo4， 有 4xl 和 jx 对 任 给 xco02， 
有 | .4xj 兰 jxl《 区 域 拉 伸 ); 

(2) 对 任 给 xE, "ol Axl lix], HE 给 EIN, 
A IAE el 《区域 压缩 ) ， 
WAE 8,\Q1 中 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 

证 把 4 延 拓 成 映 人 ;, 入 E 的 全 连续 算 子 ， 延 拓 后 的 算 子 
仍 记 为 4. 先 设 条 件 CIO RE. AEII RN EHT A 
点 ， 则 定 悍 已 获 证 。 故 不 失 一 般 ， 可 以 假定 4 在 A, UAN, 上 
没有 不 动 点 。 于 是 由 附录 定理 2,5 和 本 节 推 论 1,10 可 知 有 

deg —4, Q,, 0)= 0, (1.14) 
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deg(I-— A, Qi, 0)= 1. (1.15) 
出 此 并 利用 拓扑 度 的 可 加 性 知 
deg(T 一 4，D 八 9，0)= 一 
由 此 可 知 4 在 Q NQ 中 有 不 动 点 。 故 在 条 件 CIO FEM 的 
EI. 
同 理 可 以 证 明 在 条 件 〈2 ) 下 定理 的 结论 也 成 立 。 证 完 。 
推论 1.10 中 的 条 件 (1) 是 一 个 较 强 的 条 件 。 下 述 定 理 放 
宽 了 这 一 条 件 . 
定理 1,13 设 E 是 无 穷 维 Banach 空 间 ， 2 是 “中 的 有 界 开 
k, A, Q ERES p. XE, 


(1) aeo } 是 E 中 的 相对 紧 集 ， 


(2) HEXEN, 1€C0, 1), TH AxSix, 
Wideg(Z—.4, Q, 0-0. 
证 由 于 4 在 9049 上 没有 不 动 点 及 4 的 全 连续 性 ， 可 知 


a=inf lx— Ax!> 0. (1.16) 
在 99 上 定义 算 子 2 如 下 ， 
p Ax , 4 600, | Ax] zT. 
Bii 4 (1.17) 
aax a 
A di xcoQ, lA A. 


BRB. OQ-ERLERAT. BB ERE PEXERISI OL, 
延 拓 后 的 算 子 仍 记 为 B， 对 任 给 0 &A«1, xcoQ, A ` 
jx 一 (1 一 4)4x 一 4Bxjl 


> |x— Ax] -Al Ax- Bx > a 一 


224 


因此 ，7 一 -4 与 7 一 8 在 99 上 同 伦 ， 故 
deg(I— A, Q, 0)=deg(I—-—B, Q, 0. (1.18) 


HB 的 定义 知 inf |Bx| 270. BAM, HEEE, 
0-uox1, fBxo—uoxo, MAB 的 定义 及 条 件 〈2 ) 5g, 
必 有 | Axoll <. 因此， 由 B 的 定义 知 


Ax, = Awol Bx, = Aid] Hoxo。《(〈1。19) 


但 显然 0 «Mn ,< 1, Wk (0.190) 式 与 定理 条 件 ( 2 ) 


了 矛盾， 所以， 对 任 给 xE0Q，0 «ux 1， 有 Bx 三 Lx。 根 据 推 
161.10, deg —B, Q, 0)= 0 。 再 由 (1,18) 式 即 知 
deg(T 一 4，D，0)= 0 
EE. 
下 面 给 出 关于 锥 映射 的 相对 拓扑 度 计算 的 若干 方法 ， 
定理 1.14 设 P 是 Banach 空间 E 中 的 一 个 锥 ，Q(CP) 是 P 
中 的 有 界 开 集 ，A4， QCP) ->P 是 全 连续 算 子 。 设 存在 全 连续 
43 B. 0QCP)—P, Wie 
C1) inf |A4x-r Bx] 0; 
(2 》 对 任 给 x€0QUP), tE, 1), # Ax+ Bx t(x+ 
Bx), I 
则 deg(7—.4, QCP), 0, P)= 0 
证 HA, m, M, N, H(t, x) 同 定理 1.9 之 证 明 中 所 述 
《把 其 中 的 Q 换 成 CP))。 仿 (1.11) 式 的 证 明 ， 可 以 证 得 
deg(I—A, QCP), 0, P) 
—deg( —(NA+(N—1)B), QCP), 0, P), (1.20) 
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Eu €PN0), filu, I< M, ; SW,=PN {xEE [EE 


n, TEW EPRE. ERI r(x) 如 下 ， 


f x, x€W :时 ， 
r(x)= 
3Mx 3M E 
atu T ecapeku. CD EPWI, 


(1.21) 
Tid WE BJ SX q —u € P, iE Ë SJ P EH W # 
inflx+uol> 0. H (1.21) 式 易 知 r(x) 连续 。 当 xEPNJ， 


Ms eral < ， 故 一 下 二 一 1 之 0 .由 于 P 是 


Hs HH (1.21) x HA rGO€ P. X GG x PN, , 
lrc) +uo|| = M 故 rGOCW,, Witro): P>W, 是 一 


^E. BUT ,是 书 的 收缩 核 。 当 xE68(P)》 时 
INAx+(N—1)Bx+uol>NB— -m- > 2, 
KON ASTON -1)BY(0QCP)) CW,, Bp Wd (NA+(N— 
DB, QCP) If —S EAE. X BRSOCODOUE,-9, WR 
定理 1.7 的 结论 〈ii) ， 有 
deg(I—(NA+(N—1)B), Q(P), 0, P)= 0. 
再 由 (1.200 式 即 知 ， 有 deg(I-— A, QCP), 0; P)= 0, 证 


2z 
ZU. 


推论 1.15 WPjiÉBanachzH EvBH—4ME, QCP) Æ P 
中 的 有 界 开 集 ，4: QUO PR ASA. XE 
C1) inf |Ax|>0; 


(2) WHER x€0O0CP), tE, 10, dj ÁAxzeix, 
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则 deg(7 一 4，DCP)，0 P)= 0, 

证 在 定理 1.14 中 ， 令 Bx= 0 即 可 .证 完 ， 

定理 1.16 设 P 是 Banach 空 间 E 中 的 锥 ，Q(P) 是 P 中 的 
有 界 开 集 ，A; QC) P 是 全 连续 算 子 。 又 设 存在 全 连续 算 子 
B, 0Q(P)->P， 满 足 

(1) inf |Bx|7 0, 


(2) 对 任 给 xE08(P), t 宇 0， 有 x 一 Ax 志 1Bx; 
Wi deg( —4, QCP), 0; P)=0. 
证 令 
R= Sp lub M= sep Last, 


r= inf |Bxl|. 


x€2Q (P) 
BOE de n> TCR+M), HÆ C20 可 知 7 一 4 和 了 一 


4 一 foB 在 99(P) 上 同 伦 ， 因 此 ， 
deg(I— A, QP), 0, P) 
=deg(T— 4—t1,B, Q(P), 0; P). (1.22) 
另 一 方面 ， 当 xcoQC(P), 0 xus iHj, HR. M. Kt RA 
取 可 知 
|x—uAx—t | Bx|2to || Bx|| — 1x1— ull Axl 
=b r—R-— M> 0. 
因此 1 一 4 一 10B 与 1 一 toB 在 9Q(P) 上 同 伦 ， 故 
deg(] —A—t,B, Q(P), 0, P) 
=deg(I—t B, QCP), 0, P). (1.23) 
对 任 给 x€coQCP), 
lt; Bx|>1,r> Rx]. 
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ee orm ee ee 


由 此 易 知 推论 1.15 的 条 件 满足 〈 取 4=toB) 。 所 以 由 推论 1.15 
可 知 deg(I—t B, QCP), 0; P)= 0, 再 由 (1.22. (1.23) 
RH, deg(I-— A, QCP), 0, P)= 0 。 证 完 ， 

推论 1.17 设 P 是 Banach 空 间 E 中 的 锥 , 2(P) 是 P 中 的 有 
RFR, 4A: Q(P) 一 PP 是 全 连续 算 子 。 又 设 存在 4oEP\{0}， 使 
得 对 任 给 xCoQ (P), (20, # 

x— Ax>=tuo, (1.24) 
则 deg(I— A, QCP), 0, P)= 0, 

证 在 定理 1.16 中 ， 取 Bx 三 uo 即 可 。 证 完 . 

RE Æ Banach 空间 ，P EE pHi, ERREF 
系 “ 过 ”由己 导出 下面 将 给 出 若干 基于 序 关系 的 拓扑 度 计 算 方 
法 。 它 们 在 非 线性 积分 方程 的 研究 中 ， 是 有 效 的 工具 。 下 面 假 
设 Q(P) 是 P 中 的 有 界 开 集 . 

定理 1.18 设 0EQ(P)，A: 8(P) 一 PP 是 全 连续 算 子 ， 并 
且 在 0689(P) 上 没有 不 动 点 。 又 设 

(1) 存在 有 界 正 线性 算 子 了 :PP->P, 使 对 任 给 XE09(P)， 
A Ax< Bx; 

(2) r(B) 志 1， 其 中 r(B) 是 把 8 延 拓 成 映 P 一 PABP-P 
的 线性 算 子 的 谱 半 径 ; 

则 deg(I— A, Q(P), 0 P)=1. 

证 BEA x ENP), u> 1, fx =u x, BAE 
NP) 上 没有 不 动 点 可 知 lo 之 1 。 由 条 件 〈1 ) x, uoxo— 
AxosBxo, 该 式 用 BB 作用 nm 一 1 次 ， 8 uxo B'x,. 于 是 
us" B'xozx., Bil 

Qus" B'xo|no1, 2, {y| yz x91. 
BoPded(Q, (y|y2x)))2> 0, illus B'xolzd (n= 1, 
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2 3, e) . 于 是 


IB" = Fall- dep (121,2,*). 


REI | xol 


RET erpbaax 公 式 〈 见 夏 道行 等 (1 ]) ， 有 


r(B)=lim VY AM B'I > time. d. us —uo7 1. 


lag] * 
此 与 条 件 C20 # JB. 所 以 对 任 给 xE€08(P)， umi, # 
Ax 志 Lx。 根 据 Leray-~-Schauder 定 理 ， 
deg(/ —4, QCP), 0, P)= 1. 
证 完 。 
定理 1.19 PEENE, A: P>PRRERAT. NR 
(1) 存在 有 界 正 线性 算 子 B，P 一 P 及 woEP， 使 对 任 给 
x€P, #Ax<Bx+uo; 
(2) r(b)<1; 
则 ind(7 一 4，coj P)= 1, 
证 “用 | .| 表示 巨 中 的 范 数 ， 因 为 忆 是 正规 锥 ， 故 存在 巨 
中 的 等 价 范 数 | .|l*， 使 已 在 该 范 数 下 满足 ge<x<y 蕴 含 
xl*«lyl* Ot Mi 3E 9| 1.23) , & e T7700), 
根据 Tenpganz 公 式 可 知 ， 必 存在 N， 使 得 当 n 宇 N 时 ， 有 
|BrtszCeCB) +e)", (1.25) 
JoBIEI*EE B' 相 对 于 PTP, D 的 算 子 范 数 (把 B 
延 拓 成 映 记 一 了 AP 一 的 线性 算 子 ) 。 任 给 x€P—=P, $ 


N 
|x|** = COD +e B xlt, (1.26) 
1=1 


Joh B° =I, Bl + E P—-P EB 0638. Vk0<x=<y, Wl 
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Ixi*sclyl*. H B 是 正 算 子 ， ex i=1, 2 e, N- 1, 
有 0x B'xsB'y, FJE|B'x|*«lB'yl*. 所以， 


N 
xj ** = 30D +e)N-:|| Bi71x]* 
ix} 
«YGOD 4e] B7 y|*-] yl**, 
iml 


故 | tt Pai. XS 
CCB) - 7! latc an 


<( JOAB) +e 27:4 B7!]* )Ixi*, 


i=l 


g&EP—- P E, leiti 1 ww 8 gr. T RD Sg e ptt 等 
ffr. 

BOR jul, h 1151190898 E, 
HRR, f£ 8 RXxCP, |x|2R, RA ixl** R^. tE RR 
己 中 的 有 界 开 集 QCP), 使 (CPI Ix] RMYC QUPD. 设 存在 
XV€O0Q, uz 1, fliAxo—uoxo. 由 条 件 〈1 m, # 

0<u x = Ax x Bxo-- tg. 
HFL |2 F, #k|x j |*#*—R', FÆ, H (1.25 、 (1.26 
AA 


Bolxol** =] Axo ** 1 Bxol** luo 1** 


N 
=> Cr(B) +e] Bixol* + lluol** 


im] 
N-1 
=(r(B) +e) Y Cr(B)+e)N-iÍ 1 Bixo||* 
iml 


+B xol + luol** 


N—1 
<(r(B)+=#) Yo traDB) e) (Bx, ll* 
im] t 
Gr CDD t e" xol + uo l** 
N 
=[r(B)+e) Y C GD e) B7! xs * [uo] 


i=l 


=(r(B)+¿e)l|xol**+|u1** 


<(r(B+e)|x |** +R 
<(r(B)+e)| xo |** +I =o |** 
-[r(B) +E isum. (1.27) 


由 于 po>>1， 故 由 (1,27) 式 知 1 nOD S H =G 


r(B)) 矛盾 。 因 此 ， 对 任 给 xC€CoOQ (P), umi, # Ax ux, 
所 以 
deg(I— A, Q(P), 0, P)= 1. 

由 于 QC) 是 满足 (€P|ix|xR) C QU) 的 任意 有 界 
区 域 ， 故 ind(7 一 4，cog P)— 1 。 证 完 。 

定理 1.20 设 (P) 是 PP 中 的 有 界 开 集 ，A4; QU) P È 
全 连续 算 子 ， 并 且 在 09(P) 上 没有 不 动 点 。 设 在 在 另 一 个 
BanachzrB]E,, E, BEP, URAKRA T B. P>P, X 
性 算 子 W: PP, ROREOYL. PP， 使 得 

(1 ) 存在 woEPN{b RBS On, W E NB'u Nu, 
Nus 0; 

(2 ) 对 任 给 x€P, NBx=LNx; 

€ 3) 对 任 给 xC€CoQ(P), # N Ax> N Bx; 


则 deg(T— À, QP), 0, P)= 0. 
证 下 面 首 先 证 明 ， 对 任 给 xCOQCP), 120, # 
x— Ax>= Ato, (1.28) 
其 中 xo 由 条 件 〈1 ) 确定 .事实 上 ， 如 果 存 在 xoEco0(P)， 
A= 0, f xo — Ax =u, H-T'AvTPAIIOQ CP) 上 没有 不 动 点 ， 
IAS 0, RARNx,—NAxo—A Nuo, WNx. >A Nus 令 
A2*=sup(A]Nx > Nu), 
则 显然 有 A*AQBO, Nx| z22*Nu, H £ R (3) n An, 
Nx >N Ax NBx. WBR 625 51 
NBx =LNx > LNBx,>NB:x,,. 
利用 归纳 法 可 知 ， 对 任意 的 自然 数 1， WAN B'x>N Bt xo, 
BIEN BxyzNB'x,. XH R f C20 58, X f£ 4 x€P, A 
NB'x=D'N x, Bu f 
Nx =NAx, +AdNu >N Bxot Ao Nu 
= N B"xo +A Nu =L'N Xo +A Nu 
> L'N Afus +A Nu =N B'A*us +A Nu, 
ZÀA*Nus, +A Nu =(A*+åo)Nuo, 
HAHET. WAHE x€oQCP), 420, (1.28) 3X 
RE. BERELE, deg(7—.4, QCP), 0, P) 50, 
证 完 。 
推论 1.21 WA, Q(B)->P 是 全 连续 算 子 ， 并 且 在 9Q(P) 
上 没有 不 动 点 。 若 存在 线性 算 子 B. P—PUEuCPNO, f 
得 
C10 XE ELE n, 8. B'uszuos 
C 2) 对 任 给 x€00CP), f Axz Bx, 
W|deg(/—44, Q(P), 0; P)= 0. 
232 


证 —dEERBB1.20 9, $E =F, P,—-P, N=], L= BB 
知 推论 1.21 的 结论 成 立 。 证 完 。 

注 1.22 在 定理 1.20 中 ， 我 们 引入 了 另 一 个 Banach 空间 
羽 ; 及 已 ,中 的 一 个 锥 局 。 这 在 许多 情况 下 是 方便 的 。 事 实 上 ， 
在 某 些 情况 下 ， 直 接 利 用 已 中 的 序 关系 ， 检 验 推论 1.21 中 的 条 
件 〈 2 ) 是 困难 的 ， 但 是 在 引进 了 适当 的 Banach 空 间 已 ;及 已 ， 
中 的 锥 已 ,后 ， 利 用 已, 导出 的 序 关系 检验 定理 1.20 中 的 条 件 
C3) 却 是 方便 的 。 

作为 本 节 结 论 的 应 用 ， 我 们 给 出 两 个 关于 非 线 性 算 子 特征 
元 的 存在 性 定理 ， 

定理 1,23 ” 设 E 是 无 穷 维 Banach 空 间 ， 是 E 中 的 有 界 开 
Æ, 0€Q, A, Q->E 全 连续 ，A4=04， 并 且 

inf iAxl|>>0.。 (1.29) 


则 4 具有 正 特征 值 与 负 特征 值 ， 各 对 应 有 属于 30 的 特征 元 ， 
证 ox 
a>sup xl Gaf Ax, 
则 对 任 给 xE99， 有 Ia4%|>lxl。 于 是 ,根据 推论 1,10 可 
知 ， 有 


deg(/ —aA, Q, 0) 一 0 . (1.30) 
但 另 一 方面 ， 有 
deg(7， Q, 0-1. (1.31) 


因此 ， 若 令 AG, x1—x—iía4dx, WJ Bi (1.30. (1.31) 
两 式 ， 利 用 同 伦 不 变性 可 An. 必 存 在 0 <i < 1x09, 
EA x95 0， 即 xo=toaAx。。 因 此 toa 是 4 的 正 特征 值 ， 
x,COQ 是 相应 的 特征 元 .考察 算 子 一 4， 由 上 面 已 证 的 结论 可 
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知 ,一 妈 必 有 正 特征 值 , 即 44 必 有 负 特 征 值 ， 相 应 的 特征 元 属于 
dQ. WE. 

定理 1.24 PER Banachaz Hj, PEE tHE, OCP) 是 
P 中 的 有 界 开 集 ，0EQ(CP)。 设 4; QU P 是 全 连续 算 +, 
40—0, 3t B. 

af Ax] 0. ' (1,32) 
则 4 具有 正 特征 值 ， 而 对 应 的 特征 元 属于 9002(P)， 

该 定理 的 证 明 与 定理 1.23 的 证 明 完 全 类 似 . 

附注 ”拓扑 度 的 计算 ， 是 拓扑 度 理论 中 一 个 重要 的 课题 ， 
它 对 于 拓扑 度 理论 的 应 用 ， 有 着 十 分 重要 的 塌 义 。 

4381.9. d&ib1.1028048 351.11, FA dX 082. 
(15), (29) 所 证 明 (定理 1.9 的 叙述 形式 是 孙 经 先 [11] 、 
[21) 提 出 的 ) 。 它 们 是 关于 拓扑 度 计算 的 基本 结论 之 一 。 

在 问 大 钩 上 述 工作 的 基础 上 ， 和 孙 经 先 C 1 GI COR 
出 了 # 重 本 质 核 的 概念 (定义 1.1 和 定义 1.6) ， 并 证 明了 关于 
拓扑 度 计 算 的 若干 一 般 性 定理 (定理 1.3 和 定理 1,7) 。 定 理 
1.138 K (6). C32 在 中 获得 的 。 黄 春 潮 【2]、 和 孙 经 先 
[20] 也 讨论 了 与 推论 1.10 有 关 的 问题 。， 

把 推论 1.10 的 结论 推广 到 严格 集 压缩 算 子 的 工作 可 见 孙 经 
先 [3]、[ 7 ]。 把 推论 1.10 推 广 到 其 它 算 子 类 的 工作 可 见 陈 文 
W. RRAC (2). 

定理 1.16 及 推论 1.15 是 郭 大 钓 [20] 证 明 的 。 定 理 1,18 和 定 
理 1.20 是 孙 经 先 [19] 获 得 的 。 
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8$ 2 线性 积分 算 子 的 正 特征 函数 


本 节 主 要 讨论 线性 积分 算 子 
Ko- | c 3)eGDdy (2.1) 


正 特征 函数 的 存在 性 及 其 若 于 性 质 。 本 节 所 获得 的 结果 ， 对 非 
线性 积分 方程 解 的 性 质 的 研究 ， 也 有 重要 的 意义 。 
在 本 节 中 ， 总 假设 G 是 RN 中 的 有 界 闭 集 ，mes Co 0. o 
节 的 讨论 主要 是 在 C(G) 空间 中 进行 的 ， 最 后 我 们 将 指出 ， 本 
节 的 结论 对 上 ,空间 也 是 成 立 的 。 
下 面 总 假定 ， 
1”k(x，y) 在 GxG 上 非 负 ， 即 (x，y) 宇 0， 
2° H Q.D 式 所 定义 的 线性 积分 算 子 KK 映 C(G) 入 C(G) 
全 连续 。 
定理 2.1 设 存在 YECCG)NpECCC)12(x) 适 0)》， 实 数 
c 0 及 自然 数 p， 使 
cK*020, (2.2) 
MILK R. xy FAERFAEIH BSI ip 3k, ME Epa) 0, 
po(x)¥ 0, A42 0, $ 
p = 4 Ko... 


证 4P-lo€C(G)|o(027 0), S=(g@eC€CP||e|l= 1), 


下 证 天 在 9 上 具有 特征 函数 。 对 每 一 个 自然 数 (一 1，2，…)， 
定义 


= A+ 
K.e=K (p Cul +p ). (2.3) 
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BR, -KpEP (ON p 3 —KycP, W| 5 iu—K'veP. H 
(2.2) 式 即 得 YE 一 已， 与 已 知 条 件 矛 盾 》。 因 此 ， 


lgky)=d (—4. 
d (0, P- —Ky)-d (——K$, P) 
> 0 (n=1, 2, e) . (2.4) 
HC] HPV AD, HEA PEP, A 


Ke =K(e ++ (wl +9 ) 
1 1 
2>K( 0p +p j> (n=1,2,) 。 


B, K,Pc PA-LKy, 再 利用 (2.4) RTA 
inf Kol > 0. 


根据 定理 1.24， 存在 PES, A> 0, 使 
g,= AK Pn (n=1, 2, te) 多 


= -i. -l1,2, 
Bp p= K (9. C91) )G=1,2,-). (2.5) 
对 每 一 个 固定 的 s， 由 (2.5) 式 可 知 
P>AKps p>Ż-K($lylty) (2.6) 
n 2 
H (2.60. (2.5), (2.2) 式 可 以 得 到 


-1K-15 = i? d 
p, SAIK p, = MK? (o, + 2n dyl+p) ) 


A 1 EN 
>K’ (zll ty )m- KY 


4: 
zy. (2.7) 
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4 B, supttle 2), RIA g, e Bg. PERRO. 
(2.5), (2,2) 三 式 可 知 
, 1 
9,2 AK (p, (yt) ) 


>u (p +i) K>- (8. Ly. 


因此 ， 由 有 的 定义 可 知 
(p+ 1)<p,. (2,8) 
[^i n 


H (2.8) 式 即 可 知 Ace., TÉ 
Asc (n=1, 2). (2.9) 
HK 的 全 连续 性 及 (2.9) AT wm, DEE in) FA 
(n), EAn EMFEA {K (ou e L- Cio e )hikacr 
某 y*EC(G)， 因 此 由 《〈2.5) RAM, (en AT p = AÓ y*, 
3t B. 
Jo 一 4o 开 oo。 
显然 ，wpoES，4o> 0 。 证 完 
注 2.2 H (2.9) 式 可 知 ， 对 定理 2. "m 有 估计 式 
Aye, (2.10) 
162.3 ” 设 G 是 Rx 中 的 有 界 闭 域 ， 天 (x，2) 在 CxG 上 
非 负 连续 ， 并 且 存 在 xiEC (1 ximp , 使 
K (x4, )K(x,,x,)*=K(x,- X, K (x,,x1) 
>0. (2.11) 
WJ K 至少 有 一 个 正 特 征 函 数 
证 令 
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Ko) f [Kos YDK O y) 
eK n, s y)dy, d Yis 
则 易 知 六 * 可 以 表达 为 
K'g- | Kx, yp(y)dy， 


BK, y) 的 定义 及 〈2.11) REM, Kx x)>0. 
HK, y) 的 连续 性 知 ， 存 在 x: 在 G 中 的 闭 邻 域 Ci， 使 当 
x€G,, YEG, N, K(x, y)> 0 。 取 YEC(G)， 使 p(x) 之 0， 
y(x,02 0, HHH x€ G BJ, 9600-0, TEX x€G, 时 ， 
有 . i 
Ky = | Ks y)0(y)dy 


> f. Kx, yy dy> 0. 
1 


BrELATEÉECDO, HE cK'Ly, REELL KE bb # — 
个 正 特征 函数 。 证 完 。 

注 2.4 显然 WM RR RON, x) 2 0, W (2.11) 式 成 立 
(p= 1) ， WR kx, y) 是 对 称 核 ， 并 且 k(x，y) 志 0， 
则 2.11) 式 也 成 立 ( 取 p= 2) . 

为 了 给 出 线性 积分 算 子 正 特征 函数 存在 性 的 进一步 判别 准 
则 ， 需 要 利用 线性 算 子 谱 论 中 的 某 些 概念 和 结论 。 先 做 某 些 准 
备 。 

设 E 是 实 Banach 空 间 ， 令 

E= (xiy|x€E, y€E), 
其 中 i 是 虚数 单位 .在 E 中 引入 加 法 和 数 乘 如 下 ,对 任 给 2 x 
tiy CE, z,=x,+iy,CE,, XX 
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2z2,/+z,=(x+x,)+i(y i+ yi 
对 任 给 z=x+iyCEX 43 c=a+ib, SEXL 
cz=(ax—by)+i(ay+)bx), 
则 巨 成 为 一 线性 空间 。 在 巨 中 引入 范 数 


|x+iy| = max [x sing 二 ycosgll， 


容易 证 明 在 该 范 数 下 ，E 是 一 Banach 空 间 ， 
BB. -~ 是 一 线性 算 子 , 定义 0 
B(x+iy)=Bx+iBy (x+iyE€E), (2,12) 
WB SB 在 EE 上 的 扩张 。 如果 B 是 有 界线 性 算 子 ， 容 易 证 明 ， 
对 任 给 自然 数 n， 有 | 
18" = 18", (2.13) 


R OHIPIE B: EE AT dd (B| JE B EE 
算 子 范 数 。 

复数 4= cic 称 为 是 B 的 特征 值 ， 如 果 存 在 zo = x+ 
iy CE, 使 z = ABz,. 

Ë D BARAT, WATR: E- 互 的 谱 半径 也 称 为 
是 算 子 B， EE 的 谱 半 径 ， 并 记 为 r(8)。 根据 (2.13) XX 
FenpaHn 公 式 ， 有 


r(B)=lim®y JBT. (2.14) 


定理 2.5 BBR, LRE. 又 设 线性 积分 算 子 K 的 谱 
半径 r(K) 0， 则 天 必 具 有 对 应 于 r!( 天 ) 的 正 特征 函数 。 
证 因为 K 的 谱 集 0CK) 是 闭 集 ， 故 存在 复数 如 使 [4| = 
r(K)。 根据 全 连续 线性 算 子 的 Riesz-Schauder 理论 ， 必 存在 
4 € G5, 9«0, 使 | 
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Sco mA | koa, o Vond». 
所 以 ， 
IoD =A] [ienoyona» 


sr K) 2 Wy) lady. 


在 定理 ?2.1 中 ， 令 %(x)= [%(x)|, c-r (CK), p=1, W 

WL If 4Ep (x)2 0, g (x) 0, 497 0, dé 

Po =A Kp. 
HH2.20 4, Asr 0O, 5 —Jii, MEER ny E 
NL Q Ar (K). WVA =r (K), ux. 

82. BRERHATKH Q.0 REX, WEF 在 
u4€P—(g€C(G)le(x)2 0), uo?e0,. EEIE PEPO, 
都 存在 自然 数 ” 及 实数 c> 0, p> 0, WE 

au K"px flu,, (2,15) 
则 称 开 在 C(CG) 上 是 ze 有 界 的 ， 简 称 开 是 ve 有 界 算 子 。 

832.7 设 K 是 ww 有 界 的 线性 积分 算 子 , 并 在 在 
opoEPRN{ 分 ， 使 po 是 到 的 特征 函数 ， 则 开 是 wo 有 界 的 。 

证 Hu 有 界 性 的 定义 知 ， 存 在 自然 数 no 及 co>0， 
po>0， 使 

aot SKP <D u, (2,16) 
因为 p, 是 天 的 特征 函数 ， 故 存在 4.> 0, p= Ko, Bl 
此 p = 40 Ktp... H (2,16) 式 可 得 

Aa. usps Au, (2.17) 
XHESGOCPNU, TETEEL IRE n Ra 0, 800, 使 
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Gu, «K'ox fu, . 


再 利用 (2.17) 式 ， 有 


og SEPS LX 
这 表明 五 是 p, 有 界 算 子 。 证 完 。 

定理 2.8 BBHL, ZR, XEKE ve 有 界 的 。 则 五 
有 且 仅 有 一 个 就 范 正 特征 函数 

证 ”由 xx 有 界 的 定义 可 知 对 xu ， 必 存在 自然 数 # 00, 
使 cK'u 2u 。 因 此 根据 定理 2.1， 天 必 具 有 正 特 征 函数 9。。 
设 相 应 于 op, 的 正 特 征 值 为 4,。 TEE PECCO, f go 一 
4,Ky。， 则 必 有 实数 io 三 0， 使 二 t,9。 用 反 证 法 ， 设 对 任 给 
实数 1 0 ， 都 有 Yo 二 1p。。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 PEP. 
令 


I#=sup(t]o Zt), (2,18) 
则 显然 1*0. # t= +co, 则 对 任 给 自然 数 n， WEP Enpo, 
Mypip, Groy 0， 与 如 已 一 已 矛盾 ， 另 一 方 


W, BR0.< (l. |+0OCP, 根据 引 理 2.7， 天 是 w, 有 界 


的 ， 故 存在 自然 数 m 及 > 0, iK (L1, +p) «Bo. 


Bí KU < pp. 注意 到 Yo 一 4,KYo， 故 popp BP 
997 (B) ty, XXE H> 0. WEOE, 显然 
9,—1*9,7 0, 9,—1*9, x0. H+TKE ps 有 界 的 ， 故 存在 B 
然 数 # 及 c> 0， 使 l i f 
K'(9,—i*v,)zap,zaol*y., (2.19) 
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由 于 2 一 从 % EK 的 特征 函数 ， 故 oto KE (QU — 

1*5.) ， 所 以 由 《〈2.19) 式 可 知 
9,21*(14- A32), 

此 与 HELFE. Wit, Æp ECG}, 9—A,Ky,., Tu 
必 存 在 如 关 0， 使 ,=t,9。， 即 KK 的 相应 于 4 的 特征 子 空间 是 
一 维 的 。 这 表明 K 相应 于 4。 的 就 范 正 特征 函数 是 唯一 的 ,下 记 
该 特征 函数 为 P。. 

BEEP EP |p, | =1,Pp: =Po 4 >0, p, =4, Kp. 
WEBERA, DAA A n. 不 失 一 般 性 , iA >A. 


令 


i** —supít|o, zip), 
则 仿 上 段 0 «too 的 证 明 可 知 0 < *< + co, 35H 9, 
tpo. 于 是 


C -etia po)=K(p, —**p,)> 0 , 
1 


Wo, itt ov. IB ft* 的 定义 知 ， 必 tto «crm, Hl 


AA, PEFEA. WS. 
由 定理 2.8 及 其 证 明 可 知 ， 在 定理 2.8 的 条 件 下 ，K 有 且 仅 
有 一 个 对 应 于 正 特征 函数 的 正 特征 值 4。， 并 且 玉 相应 于 4 的 特 
征 子 空间 是 一 维 的 。 事 实 上 ， 还 可 以 得 到 更 进一步 的 结论 ， 
定 现 2.9 ” 设 定理 2.8 的 全 部 条 件 满足 ， 则 久 有 且 仅 有 一 个 
对 应 于 正 特征 函数 的 正 特征 值 1,， 并 且 4, 的 代数 重 数 等 于 1. 
证 ”由 定理 2.8 及 其 证 明 可 知 ， 天 有 且 仅 有 一 个 对 应 于 E 
特征 函数 的 正 特征 元 1,， 并 且 天 相应 于 1。 的 特征 子 空间 是 一 维 
的 。 为 了 证 明 4, 的 代数 重 数 等 于 1 ， 只 需 证 明 如 果 少 ,满足 (7 一 
242 


A,K)'y, =0, W QC —A,K)9,—0 即 可 .用 反 证 法 ， 设 加 满 
RR —ÀA,K)'y.—0, 4B (I—1L KO) 0. BR (I-l, Kt 
是 天 的 相应 于 4 的 特征 函数 . MCA d£ YES 0, 使 得 (1 一 
AK po —19,, Hobo AER BENE A 的 就 范 正 特征 函数 〈 根 
据 定理 2.8， 它 是 唯一 存在 的 ) 。 令 晕 地 yo， 则 有 
Kyt =h (0*—p.), 
因此 ， 
Kg*-ASOC* Kg.) 
—ÀAÀV GU QG*-9) —47 9) = G*-291). 
利用 归纳 法 可 以 证 明 ， 对 任何 自然 数 2， 有 
K'y*— ASQO*—n9,). (2.20) 
An3Ry*cP, Widi (2.200 式 知 ， 对 一 切 自然 数 #， 都 有 
y*—ng,—A K'0*2 0 。 


Tj «gt, 2 n->co, o «0, FEFE. BEP. B 
JL cy*| 9 80. X BUS E-O 0, ， 故 由 天 的 ws 


有 界 性 知 ， 存 在 自然 数 m 及 8> 0, MC (7 (let 95 ) < 


Bo.. 根据 (2,20 式 ， 可 得 
Av" (* mg.) — K"y* 


-Ke[Xcdesieo - Laeti - ] 
z-K'(li*-v* )z -o.. 
TÉ 


y*zumn-BAD9, (2.21) 


其 中 和 一 048< 0 CEM, y*CP, 5y*c PE). S 
i*ssup(tiog, 4 t9*c P), 

H (2.21) X HAE 02 0, 车 桂 二 十 co， 则 对 任 给 自然 数 1， 

9 二 ny 0. dk yt Lo... A nof 9*2 D, Hy*eP 


TB. Bbi*—-o0o. Riko < o0. BA p ti*y*EP, 
WK (go 十 1*p*)EP、 再 利用 (2,20》 式 即 知 ， 有 
Av'9, T *ÀV (*—9,)€P, 

B] agp, T 1*v*€P, ut 5 # 的 定义 矛盾 。 证 完 ， 

推论 2.10 ”在 定理 2,8 的 条 件 下 ， 攻 的 谱 半 径 r(K) 志 0， 
r (OK) 是 KK 的 唯一 对 应 于 正 特征 函数 的 正 特征 值 ，r™!' (KK) 的 
代数 重 数 为 1 ， 并 且 除 了 对 应 于 r+":(K ) 的 特征 函数 外 , 天 没有 
其 它 正 特征 函数 ， 

证 ”由 定理 2.5、 定 理 2.8 及 定理 2.9 推 出 。 证 完 。 

下 面 给 出 某 些 判别 一 个 线性 积分 算 子 天 是 we 有 界 算 子 的 充 
分 性 条 件 。 

引 理 2.11 设 由 《〈2.1)》 式 定义 的 线性 积分 算 子 天 Bh P= 
(p€C(G)|o(x)2> 0) AP, LEk, 3026 0, HEHE —- 
G,cG, mesG, X 0, ##fffEn=n(G,)> 0, E% 


| kx ydy>n| klx, y)dy (VxEG). (2.22) 
G, G 


则 天 是 we 有 界 算 子 ， 其 中 
u (x)= | k, y)dy. 


证 BEP), 9003:0, dio 的 连续 性 知 存在 
G,cG, mesG, 0, [dif] x€G,, Px) > 0。 所 以 ， 
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Ko(x) =| so. »»Godyza, | k(x, y)dy 
SanG wx), VxCG, 
另 一 方面 ， 
Ko(x) = [hc »oood»sliellu co, vx€G, 
Bb, Kuss. use. 


引 理 2.12 Heo y) 在 Gx G 上 非 负 连续 ， 并 存在 非 负 
xESE peus (x), Q (x), V.GO, 满足 


u (x)0,(y)<R(x, y)mus (x) Á (Jy), (2.23) 
如 果 u(x) 0, JFEHmes(Qx€G[o,(x) 0)= 0, MK Æ u, 


iF APOE), PS0, 90080, H (2.23) 
式 可 知 必 有 
au (x) < | wm y)o(y)dy< Bu, (x), 


其 中 a= | o oDecody 0, B= | 加 Co)p(y)dy>a> 
0. 证 完 . 
注 2.15 本 节 的 讨论 是 在 C(G) 空间 中 进行 的 。 但 是 很 容 
易 知道 ， 本 节 的 主要 结论 ， 在 L,(G) 中 也 都 是 成 立 的 ， 这 里 G 
可 为 R* 中 可 测 集 ，mesG 志 0。 更 一 般 地 ,如 果 E 是 一 个 Banach 
zB, P 是 E 中 的 一 个 锥 , :PP 是 一 个 全 连续 的 线性 算 子 ， 
可 以 证 明 ， 本 节 的 主要 结论 也 都 是 成 立 的 。 D 
Mi 关于 正 线 性 积分 算 子 正 特 征 函 数 《〈 更 一 般 地 ， 全 连 
续 正 线性 算 子 正 特征 元 ) WA X, FW T M. D. Kpeng 和 
M,A,Pyruan(12. M.A.Kpacgoceapcxkuñ ( 13, (42 £ 
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统 地 总 结 了 这 一 方面 的 工作 ， 


3 ”次 线性 积分 方程 的 正解 


在 本 节 中 ， 首先 讨论 次 线性 y pcog 型 积分 方程 
p(x) = | k y, plyNdy=Ap(x) — G.D 


正解 的 存在 性 ， 然 后 着 重 讨论 一 类 Hanimersteia 型 积分 方程 
正解 的 存在 性 、 唯 一 性 ， 并 给 出 迭代 求解 的 程序 。 

设 G 是 R* 中 某 有 界 闭 集 。 设 

1” 对 任 给 x€G, YEG, um0, fHikOx,y,u)20,3fB 
H (3.1) 式 定义 的 算 子 4 映 P= (€CCG) |o( x) 20) A P AE 
续 ; 

2° ff fe h (x, y) K b2 0, # X ££ REG, y€G, 
u> 0, # 

k(x, y, u)<k, (x, y)u+b, (3.2) 

FEL k (s y) 为 核 的 线性 积分 算 子 天 WP APE SE; 

3° ff#ER,(x, y) r> 0， 使 对 任 给 x€G, y€G, 0<u 
<r, # 
: R(x, y, uk, (X, y)u, (3.3) 
其 中 以 ROG XN EER TK , 映 PAP 全 连续 ， 

下 面 分 别 用 +r(K,) 和 r(K,) RRK MK WEER, 

定理 5.1 BRI HE, XE 

r(K 0 «1r(K ,). (3.4) 

则 方程 G.D 至 少 有 一 个 在 C 上 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 。 

证 由 2" 知 对 任 给 PEP， 有 
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Ap K ob mes C, 
Hr(K,)<1, HREL. 
ind(J —4, œ; P)= 1, (3.5) 
由 3° 知 对 任 给 gEP，|lpl=r， 有 
ApzK,. 
H r(K,)2> 1 及 定理 2,5 知 必 存 在 wo*EP\40)}， 使 
Ko*=r(K,)p*>9*, 
故 由 推论 1.21 可 知 
deg([—A, B,n P, 0, P)= 0, (3.6) 
其 中 8,= (oeCcGollel«n. H (3.5). (3.6) 两 式 可 知 ， 
存在 puEPN{b}， 使 4p,=9,。 证 完 ， 
考察 Hammerstein 型 积分 方程 


g(x) = | za, f, ei)dy-4p, — (3.7) 


假设 
1* fO, u) 在 Gx[0，+co) 上 非 负 连续 ，&(x，y) 在 
GxG 上 非 负 ， 并 且 由 及 x，y)》 确 定 的 线性 积分 算 子 大 映 
P={9EC(G)19(x) 之 0} 入 P 全 连续 ， | 
2* 存在 ac(x)EP，0(x)EP， 使 得 对 任 46 x€G, u 0, 
有 ; 
f(x, u)<a(x)u+b(x); (3.8) 
3* 存在 cGOCP 及 r>0， 使 得 对 任 给 xEC， 0=<xu=<r, 
# 
f(x, uU mcOu. (3,9) 
UK URIK LA REDI ke ONM RCx，y)a(x) 为 核 的 
线性 积分 算 子 ，r( 开 ,和 (天 -) 分 别 表示 天, 和 天 -的 谱 半 径 ， 
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作为 定理 3.1 的 一 个 明显 推论 ， 有 
定理 5.2 设 假设 1* 全 3# 满 足 ，7( 开 -<1sr( 天 类 )。 则 方 
TR (3.7) 至 少 有 一 个 在 C 上 不 恒 为 零 的 非 负 连 续 解 。 
为 了 下 面 讨论 的 需要 ， 建 立 一 个 引 理 。 
引 理 3.3 i pxX)EC(G)， @,(x)2Z 0, @(x)C€CC(G), 
gQ(x)> 0, # 
limle,—ollc- 0, (3.10) 


则 对 任 给 c> 0 ， wA lime; —g@°ll| = 0, 


证 根据 一 个 初等 不 等 式 〈 见 G,H.Hardy 等 [17) 
(xm y «atc! v y70|x—- yl, 
(x20, y20, 220), (3.11) 
并 注意 到 当 a 之 1 时， 不等式 (3.11) 对 x= 0 或 y= 0 也 成 立 ， 
Hina 19limloz—e*lc- 0, FE 0 ac 1. R48 07 0， 


plx), 当 g(X) 之 et 时 ， 


p(X) = 
e*, So(x) «e*t, 
plx), 当 g(x) 达 ex 时 ， 
n(x)- 
e*, Hox e*t; 
Pal X), 34p,(x)Z e*]HJ, 
uC) 一 | 
e*, Mox) «e*t, 
p (x), — Mp. (X) «e*t, 
Ti CX) =Í 


e*, 当 p,(x) 之 6 时 。 


0(x)+n(x)=Qp(x)+e*, 
P.G) H-0, (0) = e. (X) + e*, 
(@(x))°+(n(x))'=(@(x))°+ Ce*)*, 
C9. 02" C, G0 = Co GO )* + Ce'*, 
lim||y,—9lc— 0, lim[n,—nl = 0. (3.12) 
因此 ， 根 据 (3.11) 式 ， 可 得 
I(o,(x))°—(g@(x))°| S | Cpa) - CU (x)2°| 
+|(mn,(x))°—(n(x)2°| 
«2a(e*)! |y. (x) — 9 | +2(e*>°, (3.13) 
由 (3.12) 式 知 ， 存 在 NN, fin NW, Alyy, T s 
由 (3.13) 式 知 ， 当 n>> 入 时 
pg: —e*llc« 2aCe*)* 4- 2(6*)* — e, 
故 当 0 <a<1 时 ， 引 理 的 结论 也 成 立 .证 完 。 
下 面 继续 考察 方程 (3.7) , 设 /(x,w) 可 以 表 为 


f(x) = a(x) us, (3.14) 


i= 


定理 5.4 设 ; (kx, EG xG EENE k, FEA 
k(x,y) 为 核 的 线性 积分 算 子 KK 作为 映 C(G) 入 C(G) 的 算 子 
时 ) 的 谱 半 径 r(K) 寺 0， l 

(2)f/(x,u) RTEUR AJ 3.140 XX, Hal) 0 ,a,(x)€L, 
0 <ai< 之 1(i= 1 ,2,…,n)， 并 且 存 在 1 «ion, fü 

inf a, (7 0, 

MEER > 0, BEXEIBIRLDR. fATUTS 

vo(x)mR, v(xX)= A ,(xX) (n—1,2,«2, (3.15) 
函数 列 v,(x) 必 在 G 上 递减 地 一 致 收敛 于 某 pü X0 9* 600, 30 E. 
gp*(x) 是 方程 (3.7) 在 G 上 的 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 。 

249 


证 令 P={9(x)EC(G) [p(x) 之 0). 由 引 理 3.3 可 知 ， 由 
fe=fex,pG0)= Ya GOCp GO 了 定义 的 算 于 f 映 P 入 工 连续 
有 界 ， 从 而 由 (3,7) 式 定义 的 算 于 4 映 P 入 P 全 连续 。 

因为 rCK) ** 0 ， 故 根据 定理 2.5 可 知 ， 必 存在 p*EP, y] 
二 1， 使 KK 好 =r(K)y*, 取 定 e>0， 使 


exlror(K)) Ta ; (3,16) 
其 中 ro=inf ao,(x)> 0 , 则 
x€ G 


Aley*) = | ifo estoy 
> | Gra, Gn eet ond y 


Jro" | hy dy 


=+ tor( K)0*2> ey*. (3.17) 
另 一 方面 ， TEXER >e, f RZ RM, fis 
M Yel Rsi, (3.18) 


#pM = max k(x,y)。 则 由 (3.18) 式 可 知 , 对 vo GO E RCR 
>R), » 
Avola) = | kex, DED Pd 


<M Y lla Rs R=v (x), (3.19) 
作 和 迭代 序列 
Uo (X)=¿0*(x), u,(x)= Au, (x) 

(n=1,2,:) (3.20) 


vo (Xx) R(R2Z: Ro), v.(x) = Ao,-, (x) 
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(n-1,2,:) (3,21) 
注意 到 wxo(x) 委 po(X) 以 及 4 是 增 算 子 〈 即 0 «uC «v G0 @ 
A Au(x)< Avl), nf fg 

Uo CX) Su, (X) Se (D) RR Squ,(x)=< 

<u, (X) SV, (x). (3.22) 

根据 4 的 全 连续 性 ， 知 (os(x))》 必 有 子 列 {ou(x)) 在 G 上 一 
致 收敛 于 某 g*(x)EC(G) .由 (3.22) 式 知 ，||w 一 9#|lc-> 0 (n> 
99), JF Huc GO &o* G0 svo (x), Io* GOTEG EdEf. iE SE 
Hf ATA. EG. 2D XB, noo, Miot) — Ag" Gc), 
证 完 。 

注 5.5 ”在 定理 3,.4 中 ， 车 诸 a;(x)(1 <i<n)# EG FB 3k 
负 连 续 函 数 ， 则 定理 3,4 的 条 件 ( 1 ) 可 以 放宽 为 

ANR, ÆG GEEN, Akl, y) HR REBRIK 
T+KWIBKC(G)AC(G)23E2E, 3 HrOO x 0. 

事实 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 由 (3.7) 式 定义 的 算 子 4 映 CO) 
入 C(G) 全 连续 , 3EB(3.17) KR 3 RR e, B Ro Roti, 
有 

` IK| 220 Rs" < 1 


其 中 Bi 一 max ai(x)。 于 是 ， 对 yo(x) 王 RCR>>Ro), 有 
Ao (x) = | &cuoof rss dy 
<IKI 3S ER Rv GO, 
证 明 的 其 余部 分 同 定理 3.4 的 证 明 。 证 完 。 


ik5.6 设 A(x.y) 在 CxCG 上 非 负 连续 ， 并 且 下 列 三 个 条 
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(1)R(xw,x)°e O; 
(2)R(x,y)XxJPR, HHR, y) 04, 


(3 ) | xy)dx> 0 OEG); 


MRR2. 12 50 0(K02- 0 ， 从 而 定理 3,4 的 条 件 ( 1 ) 满 足 。 
如 果 当 x 二 y 时 R(x,y) 是 不 恒 等 于 零 的 连续 对 称 核 ,并 满足 

0 xh, y) ETE , (x, Y€G,xoe y), (3,23) 
EPM 。 为 常数 ，0 二 a 二 NN， 则 可 以 证 明 长 映 C(G) 入 C(G) 全 
连续 ， 从 而 注 3,5 中 的 条 件 (1*) 满 足 。 

定理 3.7 设 (1 )k(x,y) 非 负 \ 不 恒 等 于 0, 并且 以 k(x， 
4) 为 核 的 线性 积分 算 子 开 上 映 C(G) 入 C(G) 全 连续 

( 2 ) 对 每 一 个 闭 球 了 CG (G' 表 G 的 内 点 集 )， 都 存在 e*= 
e*(T)> 0, fi 


[ kadya | kd» (x€G), (3.2) 


C3) fx IO REEL (3.14058, Hora; G0 C1 <i<n)#EG 
上 非 负 连续 ，0 <a,< 1 (1 <i<n), 并 存在 1=<i,<n, 使 
a; (%)> 0 (Vx€G); 
则 方程 (3,7) 在 G 上 的 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 o*(x) 存 在 并 且 唯 
一 ,更 进一步 ， 以 G 上 任何 一 个 不 恒 为 零 的 非 负 连 续 函 数 po Cx) 
为 初 值 ， 作 和 迭代 序列 

Qm Ap. (X) (一 1，2，)， (3.25) 
都 有 
limllo, 一 ole=0 ， (3.26) 


证 由 (3.24) 式 容易 证 明 〈 人 参见 引 理 2.11 的 证 明 ) ,r( K) 
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=> 0 ,从 而 根据 定理 3,4 及 注 3.5 知 ， 方 程 (3.7) 的 不 恒 为 零 的 非 
负 连 续 解 p*(x) 存 在 , 设 g**(x) 是 方程 (3,7) 的 任 一 个 不 全 为 零 
的 非 负 连 续 解 .于 是 存在 rc> 0 以 及 闭 球 了 CG*， 使 对 任 给 x€ 
T, o*tG0 zo, &r, = mina, (x) > 0 。 由 条 件 ( 2 ) 可 知 


gto [ hx, yi Py) dy 
>r | &G pm) dy eos | bor ydy 
zeros | &Gc aod». (3.27) 
另 一 方面 ， 4 B = max a (x) G= 1, 2, v, m, B= 


Y:A/le*]C", WE 


e*Go < (Tp) | s oody m B [ knds. 
B (3.28) 
由 (3.27)、(3.28) 两 式 可 得 
o**(x)ze*r,o  ofl7'g*(x) (xEG) (3.29) 
4, —sup(t|o**(x)zig* Go), W 0 <etroo op < to 
co, g**(x)2lop* GO FES 1 。 若 不 然 ， 设 0 <to< 1 。 令 


a=max(a, ,*,0,)5 则 


g**(x)= | e »[x: aX Gg * 0d y 


>| kan Zaton ray 


i=1 


=k, f se Datora 


i= 1 
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一 的 OFY(X) 。 (3.30) 
H+T0<a<1, Vt, Itti PIE. BI, 
Mifig**(02o* Go. AMETE G0 29** GO. Bilbe* Go 9m 
9**(x) 。 唯 一 性 获 证 。 

设 po(x) 是 G 上 任意 给 定 的 一 个 不 恒 为 零 的 非 负 连续 函数 ， 
考察 迭代 序列 (3。25) .最 然 存 在 0 > 0 及 闭 球 了 ,CG"', 使 对 
任 给 xET ,， 有 qo(x) 之 0 ,由 条 件 ( 2 ) ， 存 在 et=et(7,)>> 
0, 使 


| ka ydy>et| ke,yydy (EG). 
仿 (3,27) 式 可 以 证 明 
e. G0 = Ap GO mete oth | body. (3.31) 
5 —JiiB Hu0, NG.103XX35 FWE 
Y Bessetnot, | (3.32) 
于 是 ， 对 选 代 序列 (3， 25)， 有 (注意 《3,31) 式 》 f 
u, GO = Aus GO = ACep*(x)I<( X2 Ben) |. &G y)dy 


i=1 


<etrocio| h(xz,y)dy<o, (x), (3.33) 


BUERZ(QGS, maxge GO) JERR MELLEM. 488 1EBI D 
程 及 注 3.5， 于 是 ， 对 适 代 序列 (3， 25), "v, GO RR), 
S u, (x)= Av (x) >Ap (x) =o, (x), E EE TROIS 
pix) <v (x). J Af], 8 

u(x)xg.x)ux) (n= 1 ,2,), (3.34) 
由 定理 3,4 的 证 明 过 程 及 注 3,5， 并 注意 到 gp*(x) 是 方程 (3.7) 
唯一 的 、 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 ， 可 知 必 有 
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lim|v,—o*|-— 0, lim|u,—@*| = 0 (3.35) 


由 (3.34)、(3.35) 两 式 ， 即 知 (3。26) 式 成 立 , 证 完 。 

附注 ”关于 次 线性 积分 方程 正解 的 存在 l, M.A.Kpac- 
HOCeENApCKUH 闪 [ 1 J, C4) 就 已 讨论 过 ,M.A,KpacHocenpcKH 站 
$uJI,JI,Sa6peiko( 1 ] 指 出 ， 若 下 超 正 。 并 且 本 节 定 理 3.2 的 
全 部 条 件 满 足 ， 则 方程 (3.7) 至 少 有 一 个 不 恒 为 0 KEN 连续 
解 .但 开 超 正 是 一 个 很 强 的 条 件 ， 郭 大 钧 在 [11]、[12]、 21) 8 
经 先 在 (13] 中 都 致力 于 删 掉 这 一 条 件 ， 并 获得 成 功 ， 这 就 是 本 
节 的 定理 3.1 和 定理 3。2。 

定理 3。4 和 定理 3。7 都 是 郭 大 钩 [21 证 明 的 。 


$4 渐 近 线性 积分 方程 的 正解 


本 节 将 继续 讨论 YpplcogE 型 积分 方程 
pao | kiy poDdy=iApa). (4,1) 
设 G 是 RNY 中 的 有 界 闭 域 ，P={gEC(G)1g(x) 之 0), 假定 
1 对 任 给 XEG，yEG，t 宇 0， A#R(x,y,u)2> 0, Jf H H 
(4。1) 式 定义 的 积分 算 子 4 喘 忆 入 己 全 连续 ; 
2 对 xECG， yEG 一 致 地 成 立 


lim FID (uy), (4.2) 
=o t u 
lim EI) (y y), (4,3) 
noo u 

3* 由 
Koy= | ks Gr o9 G0dy (4,4) 
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Ka | bc Gd Gnd y (4,5) 


定义 的 线性 积分 算 子 到 。 和 开 L4 SIBERR P A Pu E By R FE 
算 子 。 
3384.1. (i) 设 (4.2) 式 成 立 ， 则 


lim Me zl = 0; (4.6) 
PEP, fief lon 
ODRU DART, 则 
lim 49 —K-el o, (4,7) 
9€ P, fp lol 


WE (045256 0, ， 由 (4.2) 式 可 知 ， 存 在 8> 0, 使 当 0 
<u < 时 ， 对 一 切 xEG，yCEG.。 都 有 
(klx, y t) — ko (x,y)u| «eu, 
Wb, 3jg€P, lol onm 


4o — Kool _ 
lol er" 


max 


| æy oo) 
hs 


< 


L r max], Gr y oC y —h Gr 32900 dy 


<4 f ep(y)dy<emesG, 
[ol Jc 


GJE., FEG). AEBe > 0, BADAT m F ER> 
0 ,使 对 一 切 xECG， y€6, u> R, dH 


| 565290. — 1 (ay) <e, (4.8) 
4P,-Pf(g€CQI|lels«R), X 
M «sup {lApl, |o, (4,9) 
ç€ Px 
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po Mo(x)s RI, 


R, Mox) Ri}, 
R, Mox) RH, 
U eco] 


plx), 当 wp(x) 宇 R 时 。 


U ,p(X) = 


则 显然 
Ap= | &G y e(dy 


= | kea,y,U ecd» | kia, y, Upo dy 


- | Go» Rydy 
-— AU p+ AU ,9 — AR(OX), (4,105 
HPR =R, AE 
K.p-K.U,pT K.U ,oç— K. R(X) (4.11) 
由 (4.9) 式 可 知 


[AU gl M, [ARDI M, 
IKU ol<M, |K.RGoOl «M. 
BiU, H3CA4.10 (4,10 XX RT 8, 249€ P, lol > 天 时 有 
l.49 — K -p| 4M t LAU 9 — K -U ol 


—4M t max | cos», U eom 


-kat U Gd] 


<4M+ | eU e Gnd y AM *ellolimesG. 
于 是 ， 


lim J4o — K «ll « lim ( 4M +emesG) 
miz» lol fes \ oll 
=emesG, 
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由 于 s 是 任 取 的 , 故 (4.7) 式 成 立 . 引 理 证 完 ， 
Fir CK oYfür CK 223 3o ALHEBUS TK MK- 的 谱 半 
f$ SAr( K =r Ki, S 
As min(r^ CX 4,2, r '(K.)5, (4,12) 
A*—maxir (K.o), r (K+), (4.13) 
其 中 车 rCK。)= 0 ((K.)= 0), CK) (r (K.)) 理解 
为 十 co。 
定理 4.2 RBLS RE, r(K rOK 2. 则 对 任 给 
4E(4* ,A*) ,方程 (4,1) 至 少 有 一 个 正解 
证 ” 先 假 定 r( 玉 -)>7r(K。)。 取 定 4E(1 A), W 


r '(K.)<4A<r'(K.),. (4,14) 
TEK.RNPAPNAGER AMAT, EB. 
a, —, lo 一 Kol> 9. (4.15) 


事实 上 ， 若 开 -不 是 全 连续 线性 算 子 ， 则 fpdEACP, |l 
<l1(n=1,2 ,…), 及 ceo>> 0 ,使 当 msn 时 
Kehr —K JRullzeo. (4.16) 
由 (4.16) 式 易 知 0 二 inf| 有 >> 0. BDRM, FEO, 
f£o€P, lel z oci 


14p—K-p) «lel. 


于 是 ， 当 m 志 mn 时 ， 有 
l|ACoh,) — ACoh) | — ICAGoR,) — K ph)) 
—CAC(oh,) — K (oh) ) - eCK Lh, — K h.l 
zpK.h,-—K.h| —] AGoh,) — K (ph) 


—| AGAR) — K «Ghz - , 
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此 与 4 的 全 连续 性 矛盾 . 故 开 .: 忆 -> 已 是 全 连续 算 子 。 若 (4.15) 

式 不 成 立 ， 则 存在 p:EP, |p= 1 ,使 P 一 4 天 -0 一 0 由 天- 全 
连续 知 {Kp,} 有 一 子 列 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 就 是 (Kep? 
Ak Er S P 3Eo* , SERO. Apt HUP e 1, A960 , kg*== 
0. 这 表明 天 -有 一 正 特征 函数 对 应 于 4< 王 !( 天 -)。 此 与 推论 
2.10 了 矛盾 . 故 (4.15) 式 成 立 . 由 (4.15) 式 知 对 任 给 pE 书 ， 


le -AK -oilzaloll. (4.17) 
由 (4.7) 式 知 存在 R> 0 ,使 当 pEP，lol > 及 时 
là4o — AK .e] «2 lol. (4,18) 


BW, 3:1€60,12,9€Pn (oeecco) [lel - RW 
lp—CGAAp4d- C1 —DAK 29] 
zle-AK.gl —tl44o—AK gll 


»alel - lel S o, 


根据 相对 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 ， 有 

deg(/ —4A4, P4,0; P) - deg(I —AK.,, Pra,0;P), (4.19) 
XpP,-Pütecccoollel-«R. 由 于 4KK。 在 9Ps 上 没有 不 
Sj JRHAK.y*—4Ar(K 2y*—* GXH, EK- HM T 
六 (天 。) 的 正 特 征 函 数 ) .。 故 根据 推论 1,21， 


deg(I—AK.,Pz, 0 P)= 0, (4.20) 
由 (4.19)、(4.20) 两 式 知 
deg(/ —44,P,,05P)— 0, (4.21) 
Ji K A YER uE nj LK oL Po PR XE RENT. 念 
(4.19) 式 的 证 明 可 以 证 得 


deg(/ —4A4,P,, 04 P) -deg(1I —AKo,P,,0, P), (4,22) 
其 中 PP,=PN (oCC(G)|l|le||<r),r<R.H#H Tr (AK, ))= (K) 
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deg(/ -AK,,P,,0;P) — 1, (4,23) 
因此 ， 由 (4,22)、(4.23) 两 式 知 
deg(/ —44,P,, 0 ;P)= 1. (4.24) 


81(4.21) (4,24) 两 式 即 知 ， 方 程 (4.1) 至 少 有 一 正解 。 

再 设 r( 天 -)<r(K。)。 取 定 4E(4*,4*) 。 则 用 与 上 面相 同 的 
证 明 方法 可 以 证 得 

deg(T—A4A,Px, 0 P)= 1, 
deg([—AA,P,, 0 ;P)= 0, 

从 而 方程 (4.1) 至 少 有 一 正解 .证 完 ， 

定理 4.5 RBRL~I RA, rOK O &rOKR OD. WR FIJAS 
ERX: 

(i) 若 对 任 给 xEG,yEG,u 宇 0， 有 

ho (x,y)usch(x,y,u) <h.(x, y)u (4,25) 
WHERE KO, rK, 方程 (4,1) 至 少 有 一 个 正 
解 ， 对 任 给 0 过 4<r-!(K。) 和 4>r-!1(KKo), 方 程 (4,1) 没 有 正 
解 ， 

Gi) E XHERXCG, y€G,uz 0, AE 

ks (x, y)uxk(x, y U) Sko (X, y)u, (4,26) 
WXHESACGT GCO,r Co), HEADELE — IE 
解 ， 对 任 给 0 二 4<r-!: (CU TIT ET (GC ,方程 (4.1) 没 有 正 
f. 

证 下 面 仅 证 结论 (iD)， 结 论 (ii) 的 证 明 可 以 仿 之 ， 

由 定理 4,2 的 证 明知 ， 玉 :PP 一 PP 是 全 连续 线性 算 子 。 由 于 
天 。 是 u。 有 界 的 ， 故 根据 推论 2.10， 存 在 KK 的 唯一 就 范 正 特征 
函数 p- .由 引 理 2,7 知 开 Legs FH LEAL 0 9, EPN, E 
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A, Ap, pu HEFK Eo EB, WUPIEBARNUDERO.— 0, 
Bi 0 ,使 
aQ «Kho, Sf: Poo 
由 (4.25) 式 可 知 
i=A dp SA, Kp; =A K-Ap, SA Kip, <°: 
«AS Kop, SPA .., 

4d cinfülg:«to.), WMEBREP: taps. TE 

Pı SA dp, xA, K oP, «Ait IK apu m A tur IK ue. 
REHE, Q OBA r(K.)2 1, BMA >r K e) 这 表明 
340 <Ar '(K。) 时 ,方程 (4.1) 没 有 正解 ， 

类 似 地 ， 可 以 知道 二 是 xo 有 界 的 全 连续 线性 算 子 ， 并 存 
#goÁ CPN(00:, EK p =r(K opo ,显然 开 o 也 是 po 有 界 的 . UE 
À> 0, oe,C€CPN0 , E1: Ap: =p: FTE, FE HAM 9 及 c: > 
0, B, 0 ,使 

a, < K$9:«Bi19o., 
Hi (4,25) s BT A 
Q1,7—74À:49;24; K,9, =K Ao, 
=À) Kipa > |. 
>Å, K*$o9:24t1ai:9,. 
41* —sup(t|g,Zto, JA p >t*p T E 
Pı =A AP: >A:K op: Z4: t*K po 
=A:t*r(K opo. 
RE HEX, BAArK) x1, BBA,<r-'(K,), Xe HH 
44>r (Koht, Jy8204.100C8 ER EZ. 

附注 ”关于 渐 近 线性 积分 方程 的 其 它 讨 论 ， 见 日 . Amann 
(C3),H.R.Thiemetl 1). 
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85 超 线 性 Hammerstein 型 
积分 方程 的 非 平凡 解 


先 作 一 点 准备 。 
在 C(C) 空 间 中 考察 线性 积分 算 子 


Bp) = | 8(xy)o(y)dy， (5,1) 


设 B(x,y) 在 GxG 上 非 负 连 续 ， 则 8 映 P= {pec |px) > 
0 } 入 PP 全 连续 . 设 B 的 谱 半 径 r(B) 志 0 , 则 易 知 ,线性 积分 算 子 


Bry(x)= | Br(x,y) p(y) dy (5.2) 


的 谱 半 径 r(B*)=r(B), 其 中 B*(x,y) 二 B(y,x), 因 此 ， 根 据 
定理 2,.5， 存 在 WEP\40)， 使 


p*=r-!(B)B*y*, (5.3) 
定义 5.1 ”如果 存在 六 EP\{9) 及 8 二 0， 使 (5,3) 成 立 ， 
并 且 
0*(y)28B(G(z,y), Vt, YEG, (5.4) 
则 称 线性 积分 算 子 8B 满足 末 条 件 ， 
取 4*EPN(b} 满 足 (5.3) 式 ， 给 定 S> 0, 4 
Pat, D =fpEP| | v*coscoaxm lel]. 65.9 


3185.2 ”线性 积分 算 子 B 满 足 且 条件 的 充分 必要 条 件 
A. dEdES*CPN(0), 070,48 (5,3 XR E, 3H BER PA 
Pqp*,à), 

| roo Becods- | | v*Go Bos eGodydx 
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= | [| wr) Br cy, as oca» 


=r(B) | s*Goeoody. (5.6) 

设 (5.4) 式 成 立 ， 则 由 (5.6) 式 知 ， 对 任 给 pEP， 

| .werecoBpcodx>pr(B)| Bry)p(?)dy。 
由 于 rEG 是 任意 的 ， 故 车 令 6=PBr(8)， 就 有 

[ #*ooBoGodx>|Bol, 
即 刀 映 已 入 已 (ye ,6) 

设 3 映 PAP(y*,6) . 则 对 任 给 g(x)EP， 有 

| wre Bp dx26| B.r, PdV TEG c.n 
由 (5.6)、(5.7) 两 式 ， 有 

J ironeooaysór an | Be, ood». 


由 于 上 式 对 任 给 gEP 都 成 立 , 故 必 有 
9*(0zBBG,y), Vr,y€G, 
其 中 p=6r-!:(8B), 引 理 证 完 。 
下 面 利用 瑟 条 件 讨 论 超 线 性 Hammerstein 型 积分 方程 


eco o | &Go M ys Py) dy = Apa) (5.8) 


非 零 解 的 存在 性 ， 

设 G 是 R* 中 的 有 界 闭 集 ，f (x,u) 在 Gx R' LE £& (不 要 
REM) ，f (x,0) 三 0 ;K(x,y) 在 GxG 上 非 负 连续 , 设 存在 6 
之 0 ， 使 对 任 给 xEG, —oo-uc oo, dj 

f(x,u)2 —b; (5.9) 

又 设 存在 连续 函数 c(x)> 0 ,b(x)2 0,0002 0, 使 
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f(x,u)>a(w)u—b(x), VxC€G,u> 0, (5.10) 


f(x] ex) ly), Vx€@,l|u|<r, ` (5.11) 
其 中 ”> 0 为 一 充分 小 的 正 数 . 令 

Bo | kex, papdy, (5.12) 

Bop= | Asy)eCy)e(y)ay。 (5.13) 


定理 5.5 设 (5.9)、(5.10)、(5.11) 三 式 成 立 .又 设 r (Ba) 
4 2rGO,8.98g Hf. WP ER C.8 $48 — T T8 等 
于 零 的 连续 解 ， 
证 由 a(x)> 0 知 ， 存 在 5 之 0， 使 
(x) p. yxEG, —co<u<-+eo, (5.14) 


a(x) 
又 显然 存在 6’(x) 宇 0, BHXIL—UJX€G,—oo«uc-coo, # 
f(x,u)Za(x)u—b'(x), ` (5,15) 


HTB 3WEH I, Mhspm5.2x. TEXEJ*CPN(), 07 0, 
[iy* =r (B) B*o*, EH B.BREPALPQCU*, 0) He r(B.) — 1 
20, 


R> | [ kaspay bdy] 


+| | mo, ye dady). (5.16) 


并 令 g*(x) 是 8。 相 应 于 特征 值 r™(B。) 的 就 范 正 特征 函数 , 设 对 
菜 goE€C(G)， pol > R, Ao > 0 ,使 
Po — Apo 7Aog*, (5.17) 


Bid o = | kee, y)a()5,d y, 则 由 (5。17) 式 知 
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g O (x)+d(x)= f ona Jones aa ) 


+b, dyt". (5.18) 


BP BL P-PG,0) , 故 (5,18) 式 右 端 的 两 项 均 属于 已 (多 ， 
所 以 po GO-d-dGO€PGO*,00 .因此 ， 由 (5.15) 式 可 知 


| yta Apo lx) dx— | pC)po dx 


6) 


` 


> | stands | kie, yap ydy 
-| | YOR, yb codad y- | $*G2go GOdx 
GJG G 
—r(. | v*Goes Gods 
-| Í g*GORG yb CD dad y — | Goes Gods 
GJG G 
=ef "oo co | | POR, yb codsay 
ef pr (pod Fd GO) da —e | pr God Gods 
-| | ph, s! (dady 
zeó|esll ~edld oleh God Gods 


-| | g*(x)hk(x,y)b'(y)dxd y 
GJG 


>0. (5,19) 
另 一 方面 ， 由 (5.17? 式 可 知 


| toos coda | teo Aes G0 dx 
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=, | stcoetGodx 0 。 


此 与 (5.19) 式 矛盾 。 故 对 任 给 pEC(G)，llol 关 R，4> 0 ， 
E-Ho—.Ap*ÀAo* 所 以 由 推论 1.11 知 〈 取 了 x 王 9o#) 

ind(7 一 4,ce) = 0, (5.20) 

SB, = (e€Cc3| ell cr ,不 失 一 般 性 ， 可 设 方程 (5.8) 

在 08, 上 无 解 〈 和 否则 定理 的 结论 已 经 成 立 ) .下 证 

deg(7 —4,B,,0)— 1. (5,21) 
Hik, ROSUEBIXHEAOCOB, AZ 1, # Ape Ag. 用 反 证 法 ， 
设 存 在 p,.€0B,,4, 之 1 ,使 Ap, = 二 419,, 由 于 4 在 0B, 上 没有 不 
3l p WA, > 1 ,由 (5,11) 式 可 知 


lå p, (x)| =| dp, |= | | eo fGsei G5 
<| ko Morse coldy 


<| koe le idy (5,22) 
令 y 1 = |p (w), WB CS,22) XX AB p >A Y. 根据 定理 
2.1 及 注 2.2 可 知 存在 9gEPN(g}， 124, MBop—Ao. H 


于 4 >4,>1， 故 r(Bo)> 1 ， 与 定理 条 件 矛 盾 。 因此 (5,21) 
式 成 立 . 由 (5.20)、(5。21) 两 式 可 知 定理 的 结论 正确 .证 完 。 

推论 5.4 设 (5.10) (5,1 BRL SE XL UEXETED* 0 ,使 
Muz —b*, x€ Ç 


famat, (5.23) 


Jt M e max | kx,y)dy。 如 果 r(B。)> 120, 3: BB. 
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满足 五 条 件 ， 则 方程 (5.8) 至 少 有 一 个 非 零 连续 解 ， 
证 定义 
f(x, 342 —b*, x€ G, 


Gy =Í (5.24) 
f(x, —b*), Mu —b*,xCGH. 


Apl) =| ky) f: Gy,oCy))d y. 


则 对 4, 来 说 ， 定 理 5.3 的 全 部 条 件 满 足 . 根 据 定理 5.3，-4 ,至 少 
有 一 非 零 不 动 点 o#(X) T E, 


9* (x) =È kef ydy 


2-0. k(x,y)dy2 —b*, (5,25) 
G 


HG, 24) XS BIA , fa (x,9*(x)) =f (x,o* G0) , TE, 


e*Go m | hs fs net Gnody 


=| e DEOD dy, 


即 p*(x) 是 方程 (5.8) 的 非 零 解 , 证 完 . 
注 5.5 如果 (5.10) 式 成 立 ， 并 且 
lim Gu > — (5.26) 


u=— 0 


关于 xEG 一 致 成 立 ， 则 容易 证 明 ， 必 存在 六 > 0 ， 使 当 xEC， 
u> 一 0 时 ,(5。23) 式 成 立 。 

推论 5.6  dEMpuL 0 B, f(x,u)2 0. GIAO XB ar, 
并 存在 非 负 连 续 函 数 c(x) 及 常数 r> 0 ,使 

f(x,u)y<c(x)u, Vx€G, 0 <u<r, (5.27) 
如 果 r(3-)> 1 之 r(Bo),B。 满 足 忆 条 件 , 则 方程 (5,8) 至 少 有 


一 个 不 恒 为 零 的 非 负 连续 解 ， 
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证 完全 念 推论 5.4 的 证 明 〔 在 推论 5,4 的 证 明 中 ， 取 6*= 
0 即 可 )》 ， 解 是 正解 的 证 明 仿 (5.25) 式 的 证 明 即 得 。 

应 用 定理 5,3 的 关键 在 于 瑟 条 件 的 检验 .下 面 给 出 线性 积分 
算 子 满足 日 条 件 的 某 些 充分 条 件 ， 

设 &(x,y) 是 GxG 上 的 非 负 连续 函数 ，al(y) ÆG EERE 
E.E B(x,y)=R(x,y)a(y), B*(xz,y)=B(y,x),# XL 


Bp- | Bx,y) p(y)dy, (5.28) 
Bry=| B*e, yo)0Gndy. (5.29) 
TFizr(B)=>= 0 , 
3185.7 设 存在 v(x)EP\{0} ,使 
k(x,y)2muQORGO,y), Vx,y,v€G; (5.30) 


X BEE *(G02 0,900990, Bi tr (B) B** o (0 
V* G0 39 O , Jl d (5,28 SUEOUIFLALHEBUE T BW JE H AF. 
证 对 引 理 条 件 中 的 $#(x)， 有 


*(y) or (B) B rn (D) | By ov*Godx 
Lp (B) | kir, yay ods 
mr (B) | voe, aly ds 


s[i | scostends ee», vr,y€G, 
BW L H ATE .证 完 . 
315.8 WfEdEvGO€ PN(, u(GOE€PNOTERGXxGE 


的 非 负 连续 函数 T(x,y)， 使 
v2GOT G, y)&hk(x, y) u(G0T(C y), Vx, y, TEG; 
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(5.31) 
X UETETED* (X) 2 0 ,)*(x)96 0, Fit =r! CD) B*y* v(x) y* 
(x)= 0 , 则 由 (5,28) 式 定义 的 线性 积分 算 子 B 满 足 有 条件， 

此 引 理 的 证 明 与 引 理 5.7 相 类 似 ， 故 从 上 略 ，。 

在 第 十 章 中 ， 我 们 将 要 证 明 ， 对 应 用 中 重要 的 一 类 常 微分 
方程 两 点 边 值 问题 ， 其 相应 的 格林 函数 AR(x,y) 所 确定 的 线性 
积分 算 子 ， 就 满足 互 条 件 。 

下 面 着 重 讨论 一 类 多 项 式 型 的 超 线性 Hammerstein 型 积 
分 方程 正解 的 性 质 。 

假设 f(x,w) 可 以 表 为 

f(x,u) = Sa (yun (5.32) 


的 形式 ,在 这 种 情况 下 ， 我 们 考察 Hammerstein 型 积分 方程 
(5.8). 
定理 5.9 设 CIO k(x,y) 在 GxG 上 非 负 连 续 ， 并 且 存 
EAEG CG, mesG,7 0 ,以 及 常数 0 <s, < 1 ,使 得 
R(x,y)> 0 (x€G,, y€G,), (5.33) 
k(x,y)me&k(v,y) (x€G,,y€G,v€G); (5.34) 
C22 f Gc i) BILE (5,32) NB R, 其 ipai 0, 
a,(x)€L,a,> 1 (1 xixm; 
(3 ) 存 在 1 <io<n, BK infa G0 0. 


则 方程 (5.8) 必 有 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连 续 解 。 
证 令 
P,=(@C€CC(G)]o(z)2 0 , ming(*)>eollol}, (5.35) 
直接 验证 知己 ， 是 C(G) 中 的 一 个 锥 。 ecc», p(x) 宇 0 时 ， 


由 条 件 (1 ) 知 对 xEG。， 有 
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Apa = | ks DEO pdy 


>f ek, Df pdy me 4p), VrEC。 
由 此 可 知 min Ap x) Ee || Api. BLAg€ P, A T 
x€6g 


AP.CP,, 

H 3383.35 ifo — f Oxo MER EP, ALEE, COS R, 
JW AB P AP. ESL 

R> maxí(1,(zromesG@, ye) (5.36) 


其 中 r= min k(x,y)> 0, To= inf aj, (x) 0, 


(x 9) EGoXGo 


Gi 
=-= P. Tw Je S,—-(opcCce)llol 2 R). 


下 证 
p—ApEP,, VPEP, N Sr. (5.37) 
事实 上 ， 若 有 op,EP N S, gp, — Ag CP ,, MA4 xcG, 
时 ， 
gi GO Ap. G0 = | ke X) f Gro dy 


q. a. 
>| b ai (y) (01 Q2 ‘o dy>rr |. lp] dy 
0 0 


a, a; 
2n. (e,leo,l|) "dy 一 rro(mesCo)(eolo D ° , 
0 
从 而 


a, 
R=|e,|2 rr (mesGo) (eolo D ° 


=rr.(mesG,)(eo||ə, ll) ? , 
此 与 R 的 取 法 矛盾 . 故 (5,.37) 式 成 立 。 
再 取 0 rci, {Œ 
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n 


u> j laGO dx«r'ici« 1, 


ied 


其 中 对 = max k(x, y). 4S, - (p€CCG) lol =r}, FHE 


Ap—9€ P,, YEP, NS.. (5.38) 
事实 上 ， 若 存 在 p ;EP N S, A4o,—o,CP,;, 则 
r- Veille. HM > | 1/00 dn-liosl' 


«M Y3 | loco Ls 
此 与 r 的 取 法 矛盾 。 故 (5.38) 式 成 立 。 

由 (5.37)、(5.38) 两 式 ， 根 据 锥 拉 压 不 动 点 定 SB, AEP, 
PUERI Ao WES SR ER. 

定理 5.10 设 (1)Rx,y) 在 CxGC 上 非 负 连 续 ， 并 且 存 在 
闭 集 CoCCG，mesG。>>.0， 以 及 常数 0 <e< 1 ， 使 得 (5.33)、 
(5,34) BEAR SE, 

C2) f (x AD REELZE 29 (5,32) 式 的 形式 ， 其 中 ai(x) 宇 0， 
DEL, a> 0(1 <i<n), 并 且 存 在 1 «ion, 1 <i <n, 
使 co>> 1, a, <1, infa;, (x) 7 0, infa; (x)7 0; 

(3 ) 2 lal, <M, pM = max AY) 

则 方程 (5.8) 至 少 有 两 个 在 G 上 不 恒 为 零 的 非 负 连 续 解 。 

证 取 已 ,如 (5.35) 式 所 定义 ， 则 出 定理 5.9 的 证 明 可 知 4， 

P, 一 忆 , 全 连续 ， 并 且 对 满足 (5,36) 式 的 R，(5.37) 式 仍 成 立 。 


Heri E 
0 «r«min( 1 ,(rc,mesG,)'ey ), 


其 中 r= min k(x,y)> 0,7, =infa; (x),r— T 1 
Go x€ G 


(z, u) €G x 


r 一 RS, ={pEC(G) | lloll =r}, FHE 


i-—ai, 

9—4oc P,, VEEP, NS. (5,39) 

事实 上 ， 考 存 在 .€P.O S, 使 go 一 ApoEP,， 则 当 xE 
Co 时 有 


a. 
pu)> Ao GO | k(x, ya (y)X@Ú (y) 1 dy 
0 


>>rri(mesGoeon TAE , 
从 而 
r=|lpol>rr, (mesG, je? pi ; 
此 显然 与 的 取 法 矛盾 .因此 (5.39) 式 成 立 。 
4S; -—(o€C(G)||gll — 1), FHE 
4o—-o€P,, vecP,nS,.. (5,40) 
事实 上 ， 若 存在 o*EP,nS,， 使 4o* 一 %*EP,， 则 有 


1 —lle*llcsll Aoi M  ;lal otl M Y lal, 
iei 


imi 


此 与 定理 条 件 ( 3 矛盾。 所 以 (5.40) 式 成 立 。 

由 (5.37)、(5.39)、(5.40) 三 式 即 知 ，-4 在 已 ,中 必 有 两 个 
A3 Aerei, WEr<leoti<1 <lr <R E. 

注 5.11 #3X4012).C 1 ) 中 证 明了 ， 如 果 把 定理 5.9 和 
定理 5,.10 中 的 条 件 (1 ) 换 成 

(1*)k(x,y) 在 G xG 上 非 负 连续 ， 并 满足 

| hod 0 (v y€G), (5,41) 

则 定理 5.9 和 定理 5.10 的 结论 仍 成 立 。 

定理 5.12 设 (1 )k(x,»y) 在 GxG 上 非 负 , 并 且 以 RCxyy) 
为 核 的 线性 积分 算 子 太 映 C(G) 入 C(G)， 
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(2)k(x,y) 志 0 ,JE BUE E — A PHRRT C G9? (G? 3€ G B 
AE, WEE =T) 0 ， 使 得 


| kayaya] kx, dy (V x€G),; (5.42) 


C3) f(x iD RI ELI (5.32) 式 的 形式 ， 其 中 ， 诸 w>> 1 
(1 <i<n), Wa;GOCI «ismdkeG E3EfOES, HEELS 
io<<n, 使 对 任 给 xEG Aa 0027 0; 

则 方程 (5.8) 在 G 上 不 可 能 有 两 个 可 比较 的 不 恒 为 零 的 非 nE 
续 解 。 

证 假定 og*(x) 和 gp**(x) 是 方程 (5,8) 的 两 个 不 恒 为 零 的 
非 负 连续 解 ， 而 且 可 以 比较 ， 即 或 者 恒 有 e*G029**60, m 
HEUS o** GO 2 e* GO LIA RE, TRE ott(x)2p*(x), 
Q**(x)Seg* (x) ,于 是 ， 存 在 6> 0 R BERT C G°, f 

(p**(x)) ° -(g*G0) ^ =ô, VvxCT. 
仿 (3.27) 式 的 推导 ， 可 得 
g**(x)—g*(x) 


= | 5e »[Xiacotetto»v- ctoo»yaday 


aj ai 
>r, | kx, I oY ° — (G0) ^ dy 


>etrod| k(x,y)dy. (5.43) 
另外 ， 显 然 (3.28) 式 也 成 立 . 因 此 ， 
p(X) 1 tetrodp l1)p*(x), vx€G, 
令 ty —sup(tio**(x) 2tg*(x)), W 1 <1 +r ób «t, < 
T00,9** (x) Ztop* (X) "THÉ 
von | pcr, {Dao dy 
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> | xe, »[Xiacoteto» day 
imt 


>n | po D Zanato ldy-roton, 
Hia-mia(a,,,a9,27 1 HT 1,6 1,9. 此 显然 于 
fo 的 定义 矛盾 .证 完 。 
作为 定理 5,9 和 定理 5.12 的 一 个 应 用 ， 研 究 方程 
çG) m | kex, ply) tapy) dy = Ap (5.44) 


正解 的 存在 唯一 性 。 
da 0，b> 1 ,k(x,y) 在 GXxG 上 连续 ， 并 满足 
0 <m<Kk(x,y)<M<1,., (5,45) 
为 了 简单 ， 我 们 不 失 一 般 地 假定 mesC= 1 ， 
定理 5.135 设 下 式 成 立 : 


M[ 1+ pet - o ( AD) | 
<1+ i+ poro) J. (5.46) 


则 方程 (5,44) 上 其 有 唯一 的 非 零 连续 正解 。 
证 根据 定理 5.9 可 知 ， 方 程 (5.44) 至 少 有 一 个 非 零 连续 
正解 , 设 p(x) 是 方程 (5,44) 的 一 个 非 零 连续 正解 ， 则 显然 有 
px)=Ap(x)<MIlol+alloll’) (xEG)， 


g(z)Z= M7" m||gll (x€G) , 
从 而 
oGO2 M-'mlglz M-'mta CM — 127, 
x€G, (5,47) 


274 


min(g(x)| xcxGYy» m(min(g(x)|x€G) 
-FaC[min(tg(x)| x«€G))»*), 


从 而 
ox)Em Mmin(g(x) |xEG} 
«xm 'Mí(a^'(m^—1))?7 r. (5.48) 
设 方程 (5,44) 有 两 个 不 同 的 非 零 连 续 正解 p: 和 wp:， MJ 根 
1E E ES. 12n Any (x) =p: (0 —9. G0 38 0 。 不 失 一 般 地 还 可 以 
假定 %(x) 满 足 ， 存 在 xeEG 及 x:,EG， 使 
%(x:)< 0 (5.49) 


` (xo) =lel, 
(不 然 ， 用 一 x) 代替 pC%)), 由 (5。49) 式 知 ,对 任 给 常数 5, 才 
Hlp o> olek, a= h^ | pody, 


就 有 
| 一 全 了 | sca [list (5.50) 
其 中 
b, = 1 +p(M-:— 1 UD ) 


b=M[ 1 + pot-ip( y J. 


根据 微分 学 中 值 公式 ， 
p) piap = | kex 329; apy) 


—Llp:(y) talp: (y)dy 
f k(x,3)C1 tap Oly) py) dy, (5.51) 


其 中 0(y) 满 足 min(g. y) p(y) «0C x max(p.C, v, 


(321. 
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利用 (5,47)、(5.48) 两 式 可 知 ， 有 
bk(x, y)C 1 Hapy) xb, . 
从 而 
[ec t 1 kap(Cy)Dt713— 


因此 ， 可 以 得 到 


0 十 5 |< bib, 
2 | 2 ` 


[一 -二 | venas 


=| f dec nca tap(0(y))t7*)—- nih woas] 


«b yp, . (5.52) 


H (5.50). (5.52) Bist, Mib: -b> 1 .此 与 (5。46) 式 巴 
盾 。 这 一 矛盾 表明 方程 (5.44) 不 可 能 有 两 个 不 同 的 非 零 连 续 正 
解 .证 完 ， 

附注 ”关于 超 线 性 积分 方程 的 研究 ， 是 一 个 困难 的 问题 ， 
到 目前 为 止 ， 结 果 还 不 是 很 多 。 较 早 的 关于 超 线 性 积分 方程 
的 两 个 基本 结果 ， 可 见 M.A.KpacHocerpcKH 首 和 IT。II.3a6- 
peñzo( 1 ]。 郭 大 钧 [8 ].[C11]、. [12] C152, C212 对 超 线性 积分 
方程 解 的 性 质 ， 进 行 了 软 深 入 的 研究 ,获得 了 一 批 结果 。 和 孙 经 先 
(12. C43, CL. (122, (200, GC TO, do T 3 — 18] 
H. 

定理 5。3 是 孙 经 先 【4 ] 获得 的 ， 这 一 结果 包含 了 M, A, 
KpacnoceasckzitfJI,JI,3a6peixoC 1 ) 中 关于 超 线 性 积分 
方程 的 两 个 基本 结果 作为 特殊 情况 .定理 5.9、 定 理 5.10 和 定理 
5.12 是 郭 大 钓 [21) 证 明 的 。 在 [12] 中 ， 郭 大 钧 在 不 H 的 条 A 
下 ， 也 获得 了 类 似 的 结果 。 
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$6 超 线性 Hammerstein 型 积分 方程 
的 特征 值 与 特征 函数 


定义 6.1 EdBanachejq, W A E Wik 382. 如 R 存 
在 uo。 €W, WË HLEEuCIY, az 1, W Aaut( 1 —a)u GW , 
WS RE RO RE PE h BJ We a 2, u EW pj EF. 

丈 具 有 逆 星 形 性 质 的 几何 意义 在 于 ， 在 从 逆 星 形 中 心 xo 发 
出 的 射线 上 ， 如 果 有 一 点 kE 矿 ， 则 在 该 射线 上 比 * 更 远离 uo 的 
WARRT. f 

如 果 太 是 具有 北星 形 性 质 的 收缩 核 ， 则 它 的 北星 形 中 心 
集 一 般 地 不 是 独 点 集 。 矿 的 北星 形 中 心 全 体 构 成 的 集合 记 为 
SP), 

Di6.2 HERNY 维 Banach Z Bj, JZ7,—(xC€El|lx|z 
及) , 则 由 引 理 1.8 可 知 矿 是 天 的 收缩 核 . 容 易 验 证 ， 丈 * 是 具有 
道 星 形 中心 的 收缩 核 ，S (Wx)= GCEIlx|R;. 

例 6.35 设 P 是 Banach 空 间 E 中 的 一 个 锥 ， 容易 验证 ，P 
是 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 ，S (已 ) = —PNO) =(x€E| —x€ 
P,x0}. 

引 理 6.4 设 矿 是 Banach 空 间 瓦 中 的 凸 闭 集 。 如 果 存 在 元 
XucW, RAHM: 

GOXHEIuC], HR3Ea> 0 ， 就 有 au 十 (1 —a)u EW, 

DPE EW, a' «0 ,fliiu*t-a'u' +( 1 —a^ uw € W, 
WW R-S 3E RCEVEIR, OR Hu ROGER RUE. 

证 XPHIAucW, p> 1, # 

Bu+ (1 —fo)u*—Bu-- C1 —foCa'u' + (1 —a^)9,) 
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=+ 2 futCi1 — 25) 


+ 二 {一 2a'(p 一 Lu’+C1+2a(B— 1914, 


由 性 质 (1) 及 夏 的 凸 集 性 知 Bu 十 (1 — Byu*€W .证 完 ， 

引 理 6,5 设 太 是 具有 北星 形 性 质 的 收缩 核 ,uo 是 矿 的 道 星 
形 中 心 . 则 对 任 给 1 六 0, AW = {ix EWERAN E E 
质 的 收缩 核 ， 并 且 hwo 是 iW 的 逆 星 形 中 心 。 

这 一 引 理 的 证 明 是 显然 的 。 

定理 6.6 设 E 是 Banach 空 间 ，A:E 一 EE 是 全 连续 算 子 ， 
4 二 0,4'6 存 在 , 设 存在 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 矿 ， 满 足 : 

(1 ) 存 在 充分 大 的 R*>> 0， 使 4 映 (xEE [xz R*Y AW, 

(2) 对 每 一 个 固定 的 4 丰 0 A 


一 十 co。 (6.1) 


Em. el 


则 下 列 结论 成 立 . 

(i) 对 任 给 4 三 0 A= (n= 1，2 ,…), 都 存在 x,EE\{0}， 
使 x 二 14x;， 即 4 是 4 的 特征 值 ， 其 中 41n= 1，2 pe) EAR 
全 体 特征 值 组 成 的 集合 

GHi)limi|x,| = +, 

证 先 证 (i),. 任 取 固 定 的 4， 使 1 O, Au (n—1, 2, 
e. Hi Leray-Schauderjz 38 CDLIE2E;GE 382,20, Ù 存在 充分 
ANr-r0a0, fü 

Ideg(7 C44,8,,0)|—1, (6.2) 
其 中 B= GCE|xl ro. Wu EFH — 35 ROB. B 
(6.1) RAM, fp ER — RO) max(2 [Aul], P*,r) ,使 得 只 要 
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e 
€ 
. 

c 
L3 
< 


x€AW, |x|2 R, W+#|AAx|2> 2 lx RR, WE 
2 R — Au] R,7» R-- ull, (6.3) 
AW,-AW(Qi(xeE||x—Au,lzR.), FEW J (A4, Br) 的 
ZES, HHB: NW ,=$, XüUBB,-(CE||x] — R). 
HIE CIO RREH NU, LAB BAW, BAW JE 
(44 ,Ba) 的 一 重 本 质 核 . 作 映射 r(x) 如 下 : 


( xcW, Hj, 
| Rx 4 Cx ny] - 8,02 
一 48o| 一 全， JAg 
O=) mr 
L 


nd (6,4) 


SIXCAWNW BJ, 0 «lx — Auc  R., B 21. H 


lix — Zis | 
9] 286.4 50 , Au, JE AW. f 3 E JE rob, # 34 xCAWNW,, 
时 ， 


_ Rx _ R, 
"OT T 7 pep ne 
_ R x 
|r(x)—Au,l|| = Jixin 
R, 
+(1 Ta te ju | =R., 


Bir(x) €W a Wiiix€WBMr(x)—xCW, &riAW--W,. 由 于 
AWER, Au, C AW, dk inf lx —Auo]l 2 0 .因此 由 (6。4) 式 
Z r EER. AREATA —H Ae DRE k 4, BIZE 
AW Bj We SR ER. 

3Mx€AW (0B,Bj, AAxCAW, ŽB. 

lA4x — Auc > |4.Ax|| — [| Ao I 

= 2 |x| lv, = 2 R—lAus[ >R,» 
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BULAxCW TEW J& OA, B) 的 二 重 本 质 核 。 

对 xE 死 ,， 由 (6。.3) 式 可 知 

lxi |x —4u | — Ano] R, =li >R. 
HWN Be 二 9 根据 定理 1.3 的 结论 (ii)， 

deg(7 -44,B,,05— 0. (6,5) 

由 (6,2)、(6,5) 两 式 可 知 结论 (让 成 立 ， 

再 证 (i)。 用 反 证 法 ， 设 (ii) 的 结论 不 真 ， 则 存在 常数 c> 
0 及 > 0, Ela l<e (n2 1，2 ,…). 不 失 一 般 性 ， 可 以 假 
Ele >a, Joh 0 <a<c,#a> 0, 则 对 充分 大 的 ms，| xj 
2M =supl Axl, 则 


和 -一 一 


去 E -< B 


EA |! 
EA 0 矛盾 。 若 c= 0 num 存在 ， 故 
de — Aixi 
lim —— =O. 
mi EA 
因此 ， 
1 | Mal e || Ax, — Ax, || + Hoo 
AC Tiel TE 


< Ax, Ax; dl 
IEA 
也 与 4 > 0 8 MP GRE UESE. 
推论 6.7 设 E 是 无 穷 维 Banach 空 间 ，A4; 忆 ->E 是 全 连续 
算 子 ， A0 — 0, AFETE, 又 设 


"EFT 


ixi. [Ix] 
则 定理 6.6 的 结论 成 立 。 
证 RAAR > 0 ， 在 定理 6.6 h, AW = (xCE||x|| z 
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+ |All, 


一 十 co ， (6.6) 


有 尺 o) .由 例 6.2 知 ， 丈 是 具有 道 星 形 性 质 的 收缩 核 . 由 《〈6.6)》 XX 
易 知 ， 定 理 6.6 的 条 件 (1)、(2 ) 成 立 ， 故 由 定理 6.6 可 知 ， 
推论 6.7 的 结论 成 立 , 证 完 ， 

推论 6.8 设 E 是 Banach 空 间 ，A,; 一 是 全 连续 算 子 ， 
40—0, ARE. 又 设 存在 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 达 ， 使 定 
理 6.6 的 条 件 ( 1 ) 成 立 ， 并 且 对 任 给 固定 的 4> 0, (6.15. X 
成 立 . 则 对 任 给 1> 0, Aum 1，2 7, Lk: 的 意义 同 定理 
6.6)，4 是 4 的 特征 值 ， FH Timllaul| =+ (x; 是 4 相应 于 4 的 
特征 值 》 

证 由 定理 6,6 的 证 明 即 知 ,证 完 ， 

下 面 考 察 Hammerstein 型 非 线 性 积分 方程 


p=A kex DFD dy =p) (6.7) 
特征 值 的 性 质 ， 其 中 G 是 RN 中 的 某 有 界 闭 域 。 
首先 在 LL, 空间 中 进行 讨论 , 设 f(x,4) 可 以 表 为 
f Giu) = ja (x)u' (6.8) 
定理 6.9 ji, (1) k(x,y) 在 GxG 上 连续 (不 假定 非 
f), 并 存在 c(x)EL no’ 使 对 任 给 yEC， 有 


#=1 


TE (6.9) 
(2) f(x,u) | S (6.8) 式 的 形式 ， 其 中 "是 偶数 ， 
a,(x)€CL a CG=1,2, n— 1), a(x) ERU NFE inf 


a, (x) > 0 $ 
则 对 任 给 实数 4， 只 要 4< 0 A pal hat ERC CGAC GOW R 


性 积分 算 子 KK o= | h(x,y)o.(y)p(y)dy 的 全 系 特征 值 ) ， 
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4 就 是 4 的 特征 值 ， 即 在 在 C 上 不 恒 为 零 的 连续 函数 mi 使 得 
qi 二 4Aq9;。 更 进一步 ， 则 有 
limllglli,=+%, 
证 令 4=Kf， 其 中 
Kg | h(x,y)p(y)dy, 


fp f Grp) = Ya GO Cp G0, 
"ipe LW, B 

lfol= | Zap], «Xll. loli. 6.10 
plal e lale mess sup a.C) LERLA L, AT 88 


据 第 二 章 定理 2,21 可 知 f 是 映 L, 入 上 的 连续 有 界 算 子 。 由 于 KK 映 
LL 入 C 全 连续 ， 故 A 映 L, 入 C 全 连续 ， 当 然 更 映 L. 入 4 自身 全 连 
续 . 由 于 


I4e-K el, | Y Ka]. 


« M (mesG)* Xe lee. a leli, ， (6.11) 
其 中 MM= ， Ww ERI 故 4 在 4 处 的 Frechet 导 算 子 存 在 


VM 
im — 
Vel, t iell, 


事实 上 ， 由 于 c(x)EL a 1 故 


=+, (6.12) 


ioco) | eeostoa 


ELEAF REZE, SHER AN. 
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Ilo =q CAI 


dile mte mass 


=- hr | | Foody] eGokGs y)d| 
G G 


>d |f aopo Yay eos yax] 
G G 


-irl [Eady eaka yda 


cB u M. ncs f ; 
> tf lol- | cod» Z eli. loli, 
(6.13) 
ReBr=inla,(x), Bcint | cook, yda, H (6.13) XX A 


《6.12》 式 成 立 。 由 推论 6.7 知 本 定理 的 结论 成 立 , 证 完 。 
下 面 将 在 C(G) 空 间 中 讨论 方程 (6.7) 特征 值 的 性 质 。 
定理 6.10 dE. (1) k(x,y) 在 G xG 上 连续 (不 要 求 非 
fo 并 存在 有 界 可 测 函 数 hx) CRSORJESO ， 使 对 任 给 y€ 
G， 有 
| hc Gud 0; (6.14) 


(2) f (xu) EGSR EEZ PEREM), 
fix, 0020, 3EB/.(x, ) 存 在 连续 ; 
C3) fx, 妇 下 方 有 界 ， 并 且 对 xEC=CN(XZEGIACx) = 
0 ) 一 致 成 立 
lim ocn =+ 


Jule | u 


eo; (6.15) 
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则 下 列 结论 成 立 ， 
GERAS 0 ，4 二 zt，4 是 4 的 特征 f, P lns 1, 
2 ，…} 是 映 CtG) 入 C)G) 的 线性 积分 算 子 


CA Opydy (6.16) 


的 全 体 特征 值 组 成 的 集合 ; 
Gilimllo 几 一 十 ce， 其 中 w, 是 4 相应 于 1 的 特征 函数 ， 


证 只 需 证 明定 理 6.6 的 条 件 满足 即 可 ， 由 f(x,u) 下 方 有 
界 知 ， 存 在 0 0 ， 使 
f(x,u)+-bZ2 0, VGO,))€Gx R!, (6.17) 


Res GO mb | kGdy, M= mas, hers), iat 
[ cok, nds, à-BM-, $ 
W -Ípcoecco |f Koto + pox) dx 


>ôlø+vol}, 


ERREA ENAR, FEG) 对 一 po(x) 来 说， 车 p(x)€ 
W, M3 — Ha> 0， 有 ap 十 (1 一 0)( 一 po)EW GD6eW, 
但 车 取 a = 一 1 , 则 cb+(1 —a”)(—po)= 一 2 po € W JA RS 
引 理 6.4, 丈 是 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 , 对 任 给 p(x)EC(C)， 
有 


| UDC4p+eodx= | GO oco ay 


.| hGORG y) da 


>8| Fp +bdy 
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>0M-'|| kx, DDPO E Edy 


=| Apt ool. (6.18) 
所 以 


| ec4p+eodx>alde+eal， 


即 4 映 CC(G) 入 VW ， 
任 给 入 > 0， 由 条 件 C30 知 ， 存 在 w*>> 0, W Mul 
ux, LEG Mf DSN lul RARs, E 
r< inÍ (f(x,u)—N |u| 3, 


x€G, v fuj<u 


则 对 任 给 xEGC,， 一 co<#< 十 cc， 都 有 
f(x,u)+b>N|u| +r+b (6.19) 
HEERA 0 # 


AW - pe] | ho) + o Go)dx23|ə—eolJ 


- [ie 


signd | ADAP) Apoa) Idx 


óleo, 


eo |siena | hGo too + 496 Go04x8lle hpoll}, 
所 以 , 当 wEAW 时 有 
|| Apo tipa Jda|>ölp+ápol. C6.20) 
由 于 MKx) 是 有 界 可 测 函数 ， 故 hp) — | hop codes x 
了 C(G) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 画 , 令 | 则 是 Kep) 的 范 数 , 则 lpl> 
gps HPE, [ol = RI 
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l Ael hot = | Fore o» ety 
-| &GokG dx 
-pr | Aet dxd 
>|. (fOy,o(y))-+b)d y 
iy |. | POR dady 
>r]. (f Gg yn td y 
-qpr f S coses, dady 
>fl. (N|e(O)|+r+b)dy 


-pr |. | eos, y)dxd y 


-人 |。 lo(y)ldyta, (6.21) 


= ELM 
其 中 os m fee) mesG o. ILC k(x, y) dxd y 是 


一 个 常数 。 。 令 M ,=sap1h(x)1， 由 (6.20) 式 并 注意 到 当 


x€GNG BM, ERGO — 0 ,所 以 又 有 


1 
n lot») dy>- J.. |h(y)o(y)|dy 


>| | honga] 
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>| Í KD CQ les (Dd | 
1 G 


wu 


M 
gg lees =g [4 [ 800045] 
[35e vol 
er | hoe ooa»|] 
—a,R—a;, (6.22) 


Rupa, o 10 503 = a ecl, [2f 8o» go CY) 
dy| 是 常数 。 故 由 (6.21)、(6.22) 两 式 可 知 


2B 
lL4o] 2 -2E N R4 (a, 一 Es N), 


I 

于 是 

I4ol _ Ag) aB it ap 

LT R CCP gU Ti N). 
R>+, TH 

; Aoli Gs 

smi ol mL 

由 于 入 是 任 取 的 ， 故 
del ios, (6.23) 


oew, Jem eol] 

由 条 件 (2 OMA =b, AL ff TE HK. WPK, H 
(6.16) 式 定义 。 于 是 定理 6.6 的 全 部 条 件 成 立 。 根 据 定理 6.6， 
定理 6.10 的 结论 成 立 ， 证 完 . 

为 了 使 定理 6,10 便 于 应 用 ， 给 出 下 列 
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引 理 6.11 设 &(x,y) 连 续 。 如 果 存 在 CG 中 的 和 个 点 xm 

个 不 全 为 零 的 实数 Qi(i = 1 ,2 ,…,1m)， fi» jo ROG, 3) 0 对 
| hGokG dx» 0 (VyEG) . 

证 ”不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 诸 c; 均 不 为 零 Hi JE i 
x (i, j=1 ,2, 1)， 易 知 对 每 一 个 xi， 都 存在 % 的 一 个 开 邻 
ED CG, ficis jh, D. D =ó, Gi ië D, WJ He dH 3, 
(iii) 若 ci 0， 则 对 xED,， E E(x,y)2k(x;,,y)—8 #a,< 
0, WED, #R(x,y)<R(x;,y)+e, XB 


0 <e<— 1 (intakas). 
> lai et 
i=1 
于 是 对 每 一 个 ;= 1,2, m, ixeDi 
a,b(x,y)>ah(x,y)—la;|e, 
定义 有 界 可 测 阔 数 h(x) 如 下 : 
Qi， 当 xEDi 时 ,i= 1 ,2 ,*…,1m， 


0 , 当 xEGN Ü D. 


po 一 | 


则 有 
| &GokG yyax= y: 


i=) 


| a;k(x, yodx 
Dj 
>> W. — |a; | dx 


= y mesDa;k(x;, y) — lale) 


imi 


=mesD,| Laky) = X lale ]> 0 (vyC€G) 。 


i= 1 i= d 


288 


证 完 ， 
在 某 些 问题 中 ， 例 如 在 某 些 常 微分 方程 两 点 边 值 问 题 中 ， 
定理 6.10 关 于 AR(x,y) 的 条 件 不 能 满足 因此， 再 建立 下 述 定 
Æ, 

定理 6.12 设 (1)Ax,y) 在 CxC 上 连续 (不 要 求 非 
负 ) ， 并 存在 闭 域 G, CG 及 有 界 可 测 函 数 h(x)《 不 要 求 非 负 ) 
以 及 常数 6> 0, WE 


| poursyax>n (vy€G) , (6.24) 
| hoo ode 0 (yyEG.) , (6.25) 


|, Koka dao kr, y] (V7,yEG) ; (6.26) 
(2) f(x,u)#EG x R! EER CS SoR3ESO f(x, 0) 
= 0, fix, 0 ) 存 在 连续 ， 
(3 )f(x,4) 下 方 有 界 ， 并 且 对 xEG,， 一 臻 有 
lim tD 


l+ |u 


在 以 上 条 件 下 ， 定 理 6.10 的 全 部 结论 依然 成 立 ， 
证 证 明 仿 定理 6.10， 下 面 仅 将 不 同 点 指出 。 取 


w={vecG) | | hoo Go G0 os GOXdxÓlle- e n 


其 中 6 由 (6.26) 式 确定 。(6。18) 式 的 证 明 改 为 ， 对 任 给 pE 
C(G), # 


f. h(x)(Ap+ pod x 


= +oo; (6.27) 


=| Crope(y))+ody| h(x)R(x,y)dx 
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> fólk, y) IG GroC y» +bJdy>s]Ap+ pol. 
(6,20) RAH: 
| hGO Ce GO Ap GO x| llo Aou. 


(6.27) 式 证 明 如 下 : 
491> | FOD 6d» | hGoko ds 
NP i 
b 
qir J| PORAD dxdy 
1 
>|, ooo» ed» | hakta, ds 
b 
-r fJ POR ndn 
B 
TU , bjd 
b 
-ig J| Aeon reandady 
>N |o(y)|dy+a,, 
lall J e, 


其 中 p= int. | hGORGG M 0 .(6.22) 式 证 明 改 为 


n lends qr |. |h(y)o(y)|dy 
>|. AOp Gn dy| 


3l. Aon Gen Hes Cod | 
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_— 1 
a |f, onecoa] 


6 EN | 
> gi lotipol- gr | f, Moe God» 


=a, R —a;. 
证 明 的 其 余部 分 不 变 。 
下 面 在 不 假定 
f(x,u)22 0 (xEG, 0) (6.28) 
成 立 的 情况 下 ， 讨 论 超 线性 Hammerstein 型 积分 方程 正 特 征 
函数 的 存在 性 ， 先 证 明 一 个 引 理 
51386.13 B: (1) k(x,y) 在 GxG 上 非 负 连续 ， 并 在 
在 GoCG，mesGo 志 0 ,6>> 0 ,使 得 
R(x,y)Z:óR(r,y), vy x€Go, y, TEG, (6.29) 
h(x,y)2óRhR(x,r), V y€G,,x,r€G; (6.30) 
(2) fix, EG x REES, THAR, HHX xEG。 
一 致 地 有 
limf (xu) — eo; (6.31) 
WEA > 0, ##R=R2OQ*)> 0 ， 使 得 如 果 0 < <4*, 
looll>> 尺 ， 并 且 po=4o4opo。《〈 其 中 4 由 (6.7) 式 定义 ) ， 就 
"Heo G2 0 。 即 方程 (6.7) 的 相应 于 4o( 0 X Ao AT) B RU 数 不 
小 于 及 的 解 一 定 是 正解 
证 因为 f(x,w) 在 GxR! 上 下 方 有 界 ， 故 存在 常数 
b 0 ,使 对 任 给 xEG，uER!， 有 


fou —b, (6,32) 
由 (6.31) 式 知 存在 尺 , > 0, fEXHEBXCG, >R, E 
fix: 287 Nb, (6,33) 
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其 中 由 条 件 ( 1) 确定 ，N> -mesC EC. 是 一 自然 数 。 
BA*- 0 给 定 ， 令 
R=R(A*)=max{ 26-!R,,26-1A*bM mesG, 
2 A*bM mesG) (6.34) 
其 中 人 M= max Py). 设 0 <A <2,||p |> R, 并且 go 


(x 


=A Apo AER LEG, (6.29), (6,32) Bi AXHIEM TEG, 
有 
go Cx) mds | RCx 0) Gro (G0 +b)dy 
-ho | bh x ydy 
>| kon U Ge O0) dy — 46M mesG 
79 | kr, DEY, e (Ddy - 18M mesG 
—óg, (1) —A*bM mesG, (6,35) 
$18j (6,32) (6, 340 Bis np Anl, XHESIX€G, A 
es G0 =A | &G f Gre O0dy 
> —4*bMmesG> —Rz lel. (6.36) 
根据 C(G) 中 的 范 数 定 义 ， 必 定 存在 x*EG， 使 得 或 者 pox") 
二 上 poll， 或 者 po (x*) 二 一 jpoi。 但 由 (6,36) 式 XI, Q (Xx*) 一 
一 [eol 不 可 能 成 立 ， 故 必 存 在 x*EG， 使 po(xs) 一 [ooll。 在 
(6.35) 式 中 ， 取 zr=x*, 并 利用 (6.34) 式 ， 可 得 
pol x )>ó|lp, || —A*bM mesGz ÓR — 4*bM mesG 


=ÊR+ÊR-1*bMmesG>2R>R, (6.37) 
Eid, 4 xEG ApC x) R,, WIDARA, 24y€G, 


时 有 
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f(y,p|Á (y))>ó- Nb, (6,38) 
N 
B(G,CGG—1,2,,N), fiifimesG,-mesG,, [] G; 


i1 


汪 G\G。( 根 据 六 的 取 法 ， 这 是 可 能 的 ) . H(6.38), (6.30) 

两 式 可 知 ， 对 任 给 xEC， y€G,, TEG; (i=1 ，2 ss N) 9 

有 

Ekia, Fy po ly) >be). (6,39) 

I 3jmesG;-mesG;, 故 对 (6.39) 式 左 端 在 Co 上 对 y 积分 ， 在 
右 端 在 GiG = 1 ,2 ,…,N) 上 对 r 积 分， 不 等 式 仍 成 立即 对 
每 一 个 i = 1,2 ne N, RA 


i ko o f Ones Odys | bk(x,r) dr, (6.40) 
co G; 


于 是 显然 有 
N 
f. k(x, y) f Cy oo (d yz >; | bkR(x,r)dt 
0 i 


= = 
|. Poen |]. Pena. (6.4) 
由 (6.32)、(6.41) 两 式 可 知 ， 对 任 给 xEG ,都 有 

ex G0 =h | BIDE Pd 


-A[ h(x,y)f(y,poÍ (y))d y 
Go 
+A | b(x,y)f(y,o (y))dy 
cNeo 
zA| f. k(x,yMCGy,ooCy)dy 
0 


-[ bh, dy |> 0 
GNGo 


引 理 6。.13 证 完 ， 


定理 6.14 i: C1) RCx,y) 在 CxCG 上 非 负 连 续 ， 并 存 
在 闭 域 CoCC,6> 0， 使 得 


k(x,y)zmóR(v,y), Vx€G,,y,T€G, (6.42) 

h(x,y)zmóR(x,1), V y€G, ,x,vT€G, (6.43) 

| h(x,y)dx> 0, VyEGo;s (6.44) 
0 


(2) fix, DEG xR! xk, #H 
lim JG. to (关于 xEG。 一 致 ) (6.45) 


gto 

并 且 存 在 常数 bo> 0, ， 使 得 对 一 切 xEC， 有 
lim f(x,u) > —bo; (6,46) 
4 一 十 co 


则 存在 4#*>> 0 ， 使 得 对 任 给 0 <4<2*, Hammerstein 型 非 线 
性 积分 方 积 (6.7) 至 少 存在 一 个 对 应 于 4 的 正 特征 函数 ， 
证 定义 
f(x, u> 0 时 ， 


fioul (6,47) 
f(x,—u), u< 0 Bi; 


Aipa = | k DE PODY. (6.48) 
H.DA, HERY TEG, A 

f. &G odas | ók(v, y)dx -—-ÓómesG,Rk(r, y). 

° ° (6.49) 

(6.44) 6.496,45), (6.46), (6。.47) 诸 式 表 明 ERO, y) 
Mfu), $SERBO.12892& FF C O0. (30 Wi JE 《在 定理 6.12 
中 ， 取 G,=Go，h(x) 是 Go。 上 的 特征 8 3, PH 当 x€G, 时， 
h(x)= 1 ,XEGo 时 h(x) = 0， 并 注意 到 k(x,y) 是 非 负 的 ) 。 
于 是 ， 由 定理 6.10 及 定理 6.12 的 证 明 过 程 可 知 对 一 切 4 六 0， 
有 
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ind(T 一 44,,co)=0， (6,50) 
其 中 ind(y —44,,99) 2deg(/ —44,,0,0), QUE EEC — 
上 p= 二 41419 没有 解 。 


Bogr 0, 
m= max |f'i(x,u)|, M= max k(x,y). 
x€G, Iu]&r (x, s) €GxG 


Ht A =r(mM mesGY ' ,B,={pEC (| pl <r} Jij2404A«— À, 
9pE€9B, 时 有 


[4A p| - Amax 
x€ G 


22222 (y,gCy)dy 


< À mM mesG —r — |oll. 
Bl, XPO-A-CA 
deg(1 —44,,B, 0)=1. (6,51) 
(6,50), (6,51) 两 式 表明 ， 对 任 给 0<4< 4， 必 存在 wmE 
C(G), llo; |> r, 使 p;=44.9;。 下 面 证 明 
lim oil=+o%. (6.52) 
A0 
PAP, fjo or 
事实 上 ， 车 (6,52) 式 不 成 立 ， 则 存在 4,> 0 ,9,, ECG), 
使 得 4,-> 0, r<l|le, «c (其 中 c 为 一 常数 ) , JE H. 
Pi, = Adi. (6.53) 
由 于 A, 是 全 连续 算 子 ， 故 {pg} 有 一 子 列 ( 不 失 一 般 性 ， 可 以 
BERE, } 本 身 ) 收敛 于 某 g*EC(G), 在 (6.53) 式 中 ， 令 nn 
一 co， 即 得 9o*# 一 09， 此 与 lo >>r 了 矛盾. 故 (6.52) 式 成 立 。 
由 (6.46) 式 及 f 1(x,w) 的 定义 知 ，f1(x,4) 下 方 有 界 。 由 
(6.45) 式 知 ， 对 XEGo， Ah limf, (x,u) — eo, 因此 ， 


根据 引 理 6.13， 对 不 ， 存 在 R(4 )> 0， 使 得 只 要 0 < 1 过 不 ， 
Q,—À4i:91 lg,lz RC), SUD o, (x)> 0 , HARCA) ;由 
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SDRAM, D 4eFfE2t< 1, IB RE 0 <À<)à)*, p= 
440 lor, E BlelzR. x dx Bj, xj EAT, H 要 
0 A«A*, 9;—44i9,, 上 9 省 >>r( 由 前 面 所 述 , 这 样 的 p; 是 存在 
的 ) ， 就 必 有 wi(x) 0 , 即 9, 是 方程 p 二 414419 的 正解 。 由 A 的 
定义 可 知 

$90 - 4A e 00 CA | Gf ne dy 


=1| ke onforseondym 1 Ag. G0, 


即 p,(x) 是 方程 (6.7) 的 正解 .证 完 。 

在 定理 6,14 中 ， 并 没有 假定 (6.28) 式 成 立 ， 但 得 到 了 正解 
存在 性 的 结论 。 

推论 6.15 ” 设 定 理 6.14 的 条 件 ( 1 )、( 2 ) 成 立 ， 又 设 

(3 ) 对 xEG。， 一 致 地 有 


lim eon. = pos (6,54) 
并 且 存 在 > 0, ， 使 对 xEC， 
lim fixi xb, (6,55) 


则 存在 种 > 0, fEQGDXIL—UIJO-AxA*, JrfGG.D 至少 有 一 个 
对 应 于 4 的 正 特征 函数 ， 并 至 少 有 一 个 对 应 于 4 的 负 特 征 函 数 。 

证 根据 定理 6.14， 存 在 位 > 0 ， 使 得 对 一 切 0 <4<2t, 
方程 (6.7) 至 少 有 一 个 正解 , 令 

fi(x,u)=— f(x, —u), 
Apo | bou f Gne omdy. 
则 对 4 来 说 ， 定 理 6.14 的 条 件 也 满足 。 故 由 定理 6.14 可 XI, 
EXEAT 0 ， 使 得 对 一 切 0 <Ar, FEP O, px) 
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20, Ep SAAP TE 
—p(x) = A EDF Ddy 


即 一 2:(x) 是 方程 (6.7) 的 解 ， 该 解 显 然 是 负 解 。 于 是 若 到 4 一 
min(ATt, AT), BlAndfe1e6. 150] HB SE. WESCE. 
推论 6.16 设 定理 6.14 的 条 件 (1 )、(2 ) 成 立 。 又 设 
(3*) 对 xEG。， 一 致 地 有 
lim LE Los, (6.56) 


PEE 


lim f(x,u)z—b;| (6.57) 


meum 


则 存在 村 >> 0 ， 使 当 0 < 4 过 和 术 时， 方程 (6.7) 至 少 有 一 对 应 于 
4 的 正 特征 函数 ， 当 一 仿生 4 过 0 时 ， 方 程 (6.7) 至 少 有 一 对 应 
FARMER. 

证 ”证 法 与 推论 6.15 相 似 。 令 jx, 轨 =/xy 一 中 ， 并 考 
RA = | kez.) f Gne God yn, 证 完 


附注 定理 6.6 和 推论 6.7 见 郭 大 钓 [15] 及 孙 经 先 [1 ]。 这 
两 个 结论 揭示 了 超 线 性 算 子 特征 值 的 全 局 结构 特点 。 

A 386,9 6 Xp IC 8 ] 给 出 的 .定理 6.10 和 定理 6.12 是 孙 经 
先 L1] 证 明 的 ， 其 证 明 思 想 可 以 追溯 到 郭 大 钩 (12]。 

定理 6。14 是 孙 经 先 [11]、[ 8 ) 获 得 的 。 这 个 定理 在 不 假定 
(6.28) 式 成 立 的 情况 下 ， 证 明了 超 线性 Hammerstein 型 积分 
方程 正 特征 函数 的 存在 性 。 类 似 的 结果 在 其 它 文献 中 似乎 还 没 
有 出 现 过 。 
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关于 超 线性 积分 方程 特征 值 和 特征 函数 的 其 它 结 果 ， 可 见 
郭 大 钓 [1 ] [22]， 和 孙 经 先 [11]、 [12] [20] 以 及 黄 春 潮 [ 12. 


97 非 线性 积分 方程 的 特征 值 
与 特征 函数 


本 节 讨 论 非 线性 积分 方程 特征 值 与 特征 函数 的 存在 性 。 先 
AIR Y paco8 型 积分 方程 


eG) m | kx, y e dy 2 44oG0. (7.1) 


设 G 是 RY 中 的 某 有 界 闭 域 ，k(x,y, 0 ) 三 0， 
定理 7.1 R: (1 ) 存 在 非 负 连续 函数 Ri(x,y) 及 ro> 0, 
使 得 对 任 给 xEG，yEG，0 <u<r # 
hR(x,y,u)Z R ,(x,y)us (7,2) 
(2 ) 由 (7.1) 式 定义 的 YpEcog 型 积分 算 子 4 上 喘 C(G) 
入 C(G) 全 连续 ， 


GOMK p= | k DOIE X 的 线性 算 分 算 子 K， 


映 C(G) 入 C(G) 全 连续 ， 并 且 KK ,的 谱 半径 r( 开 :< 03; 则 对 任 
给 0 «rro, SPEO (x)CC(G),p,(x)2 0, A0, fd 
loll =r, p — 4.40. 

证 取 a>r (K), B,=(e€C(G)]llel|<r), P={p€ 
C(G)|g(0z 0 ). 不 失 一 般 性 ， 可 设 c4 在 908,.f P 上 没有 不 动 
点 《否则 定理 的 结论 自然 成 立 ) .下 证 

deg(/ —aA,B,(1P,0, P)= 0, (0.3) 

HEB, X4Bper OKDKio, WrGD—1, F4 XI 
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任 给 pEo95.n P, 7H 
a Aç> Bo 
显然 B.C(G) 一 C(G) 是 全 连续 线性 算 子 , 故 由 定理 2.5 可 AH, 
存在 p*EPN{b)， 使 Bo* 一 %*。 于 是 根据 推论 1.21 知 (7.3) 式 成 
立 , 但 另 一 方面 ， 显 然 
deg(J,BNP,0;P)=1. (7.4) 

因此 ， 若 令 h(t,x) 二 x 一 taAx， 则 由 (7.3),(7.4) 两 式 ， 利 用 
E [E NE EOD Ag. 必 存 在 0<to<1 K o,CoB,n P, B 
Alta, p) = 0 , 即 g,=toaAg,. 令 4,=toa, 即 知 定理 的 结论 成 立 ， 
证 完 。 

把 定理 7.1 应 用 于 Hammerstein 型 积分 方程 

pa mà | ke DF dy=4Ap, (7.5) 
可 以 得 到 下 列 结论 : 

定理 7.2 WE. (1 )k(x,y) 非 负 ， 以 &(x,y) 为 核 的 线性 积 
分 算 子 KK 映 C(G) 入 C(G) 全 连续 ， 并 且 KK 的 谱 半 径 r(K) 志 0; 

(2)1£ E 022 0,r,7 0, 使 得 当 xEG，0 <u=r, RN, 
f(x,4) 连 续 ，f(x, 0 ) 三 0， 并且 

fx, zu  (x€G,0 xuxro) ; (7.6) 
则 对 任 给 0<r<ro。， 都 存在 g(x)E€C(G)， 90020, 
A> 0 ERE 一 ”2 一 全 40。 

在 许多 情况 下 ， 定 理 7.2 的 主要 条 件 (7.6) 式 不 能 满足 ， 例 
如 当 f(x,2) = 二 ww 时, 下面 对 (7.6) 式 不 满足 的 情况 进行 讨论 ， 

定理 7.5 B: (1 )&k(x,y) 在 GxG 上 非 负 连续 ， 并 存在 
e> 0 ， 使 对 任 给 yEG,zEG， 有 


| Rex, 9) dx echo) (7.7) 
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(2 ) 对 任 给 yEIntG (IntG 表 G 的 内 点 集 ) ， 有 
f ka, y)dx> 0; (7.8) 
(3)f(x, 00250, X4x€G, 0 <u<ó(ó> 0 ) 时 f (x ,u)3& 
续 ， 并 且 当 xEG, 0 <u<óÓópbjf(x,u)> 0; 
则 对 任 给 0 <r<6, 都 存在 1> 0, Q,00€CCGGD, p,(x)> 0, 
lll =r, io; =4Ag9i1(x)。 
证 设 0 过 +r 二 6 给 定 , 令 


P,={pectc)|wco> 0, | ecodx>eole 路 ， (7.9) 
则 显然 P, 是 CC(G) 中 的 一 个 锥 ， 令 S,= {pgEC(G)|ligl|=r}， 则 
3459€S, N 已 ,时 
| AgGoda- | fop dy] k(x,y)dx 
G G G 


>= | Acofosecpdy (对 任 给 zEG)。 

因此 ， 
f 4ecodx>el4el， (7.10) 

故 4epEP,. 由 此 可 知 4(9n 忆 CPP 在 (7.10) 式 中 , 令 p (x) 
二 9o(X) 三 r(xE€G)， 得 

I AvolmesG> | Ae CO dendo (7.11) 
由 条 件 (3 ) 及 (7.8) 式 知 

| Lescodx=| | 8G of Grindudy 0. 


Afil4poll2 0 . 故 由 (7.11) 式 可 得 
mesGzeg, (7.12) 
Wei, 使 
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0 «e, < r. (7.13) 
mesG 


由 (7.12) 式 知 s <r. 任 取 gES,NP,， &G,=(x€GÇ|o(x)2 
€,), WE 
J,ocods- | odat | — pda 


«rmesC, +e, (mesG — mesG ,), (7.14) 


由 于 pEP,， 故 | .o(x)dx>>eollpll=eor， 故 由 (7.14) 式 可 得 


mesG, zer fines > 0. (7.15) 
e; 
Ke: > 0, $E 
mes(GNG,) <} (5o — mese), (7.16) 
1 


其 中 G,=={xEG1d(x,0G) 之 e1}(d(x,9G) 表 x 到 9G 的 距离 ). 令 


Go=Gi 人 Gi, 由 (7.15)、,(7.16) 两 式 易 知 
£&yr—£,mesG 
一 Zr . (7.17) 


由 于 G ,是 有 界 闭 集 ， 并 且 C:CItG， 故 由 条 件 (2 ) 知 有 
m= min | kG, oda 0. 


YEG, 


mesG,- 


4n, min f(x,u) 2 0 .于 是 ,由 (7.17) 式 知 
4pllmesG>| 4pCodz 


>| foseo»d»| k(x,y)dx 
Go G 


e, mesG) (7.18) 


ÉymamesG,2 Nom(eor — 


2(r—e,) 
由 (7.18) 式 即 可 知 


„ini lAgll> 0. 

根据 定理 1.24 即 知 本 定理 结论 成 立 . 证 完 。 

定理 7.4 ” 设 定 理 7.3 的 条 件 ( 1 )、(2 ) 成 立 , 设 F(x, 0 )= 
0, MixCG,uz 0 Hf D EREE, 30 dp dE RA 0, E4 
x€G ,u» RB f, D> 0, WREN o - RmesG, 都 存在 4 之 0， 
DiCxXJECCG)， OCX) 之 0， lgl =r, 使 p1(x) =4Ap, x). 

证 证 明 与 定理 7.3 的 证 明 完 全 类 似 ， 只 需 将 (7,13) 式 换 
3: Re, 使 


Re < eG ° 
证 完 。 

定理 7,3 和 定理 7,4 的 意义 在 于 对 f(x,4)， 不 要 求 (7,6) 式 
成 立 .但 是 在 定理 7,3 和 定理 7.4 中 ， 对 k(x,y) 的 要 求 比 定理 
7.2 严 格 。 

上 面 几 个 定理 都 要 求 A(x,y) 非 负 . 下 面 将 讨论 &(x,y) 是 变 
号 核 的 情况 。 先 证 明 一 个 一 般 结 论 。 

定理 7.5“” 设 /是 CC(G) 上 的 有 界线 性 泛 画 ， 实 数 r*> 0 满足 
M,-(g€C(G)|h(g) — 1, iplar eO, A,M.—C(G) 是 一 


个 全 连续 算 子 。 设 : 
(1 ) 对 任 给 wpEM,， 有 
hl Ap)> 0 Apl rhCAgp?; (7,19) 
( 2 )WW/f2seCM,, x,,x,€GC, 
|Ag(x,)— Ag(x,)|<o(x,,x,)h( Ao), (7.20) 
其 中 o(，):GxG-R+ 满 足 (d(，) 表 两 点 加 的 距离 ) 


lim 0(X,,X,) 0, (7.21) 
-0 


x . 33 
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则 必 存 在 4o> 0 ,poEM,, 使 po — 449. 
证 显然 ，M ,是 C(C) 中 的 有 界 凸 闭 集 。. 定 义 算 子 号 如 下 : 
Bp-(ChCAQ) 7! 49, (7.22) 
显然 B:M, 一 C(G) 连 续 , 并 且 对 任 给 pEM Ah Bp) —1, 
lBel <r. TE 
B(M,) CM,. (7.23) 
HERBEM, Mx, x EG, 
|Bo(x,)—Bo(x,)| 2ChCAg))7! | ApCÀx i.) — 49(x2)] 
sto, ,x,). 
由 条 件 (2 ) 知 ，B(M,) 是 等 度 连 续 的 。 根 据 Ascoli-Arzela Œ 
理 ,B(M,) 是 C(G) 中 的 相对 紧 集 ， 从 而 3 是 M, 上 的 全 连续 算 
子 . 由 (7.23) 式 ， 根 据 Schaudr 不 动 点 定理 ， 存 在 poEM,， 使 
fio, — (CA990) :4opo 令 4=A4po)， 即 知 定理 结论 成 立 。 
证 完 。 
定理 7,5 可 以 用 来 研究 具有 变 号 核 的 非 线性 Hammerstein 
型 积分 方程 (7.5) 的 特征 值 与 特征 函数 的 性 质 。 
定理 7.6 设 (1)Rx,y) 在 CxCG 上 连续 (不 要 求 非 
f) ， 并 且 存 在 xoeEG， 使 得 对 任 给 yEG， 有 
h(xo,y)>= 0 (7.24) 
(2)f(x,0)= 0 ,f(x,u)fEG x (—co, +co) EJE f E 
续 ， 并 且 存 在 ves 0 ， 使 得 
f(xo,u9)7 0, (7.25) 
则 存在 4> 0 ,p;EC(G)， 使 得 g; 一 1491， 并 上 且 g(x0) =u. 
证 先 设 4x>0.。 &h(p) —us' gn) Wh ARIECCG) ERU 
ALPER RETZ b. & m= max|&(x,y)|. 由 (7。,24) 式 及 k(x,y) 的 
连续 性 知 ， h(xosy) 对 yEG 不 变 号 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 k(xo ,yy) 
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> 0(vyC€CG). H TGS E, We = mink (xo,y) > 0. R 
r= muo8ç! ,由 及 eo 的 定义 知 ,me5 ' Z e „r> uo. M, = {pE 
C(G)|h(p) — 1,llolsr). WENE Rp (x) =u BU ApoE 
M,, M. =P. 3 EREM., 

hCAg) cuz? | kG 0f red» 


>us'eo | fosecd». (7.26) 
由 gEM, 知 ，h(g9)= 1 Bluç!p(x,.)= 1, FEP) — ue. 
BB f Oc 0 BO E f E SE HETICT 25). (07.260 两 式 知 ， 对 任 给 
ypEM,， 有 


h(Ag)> 0. (7.27) 
由 (7,26) 式 知 ， 对 任 给 EM,， 有 
| fined! h Ap, (7,28) 


因此 ， 对 任 给 pEM,， 有 
| EaD ody 


l.Ag]| sup 
x€G 
«sup | |k(x, y) f Oy, p(y) dy 

x€G G 


&m| f(y,9(9)dy<rh Ap). (7.29) 


H (7.28) X AI, XHE49€M,,x,€C,x,€G, 有 
| Ag(x 0 — Ag(x.)| 


<| IG 3) Gn 30 Gre nody 


<sup|k(x, ,y)—R(x,,y)] [| Foody 
Suez supl klx, y) -kGo y) | hCA9) (7.30) 


因为 &(x,y) 在 Gx G 上 一 致 连续 ， 故 由 (7.30) 式 可 知 ， 定 HE 
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7.5 的 条 件 (3 ) 满 足 , 因 此 ， 根 据 定理 7.5 易 知 定理 7.6 的 结论 成 
立 。 

当 w 过 0 有时， 证 明 完 全 类 似 ， 从 赂 ,证 完 ， 

注 7.7 ”由 定理 7,6 的 证 明 可 以 知道 ， 当 wh(xo,y) 之 0 
时 ，A 有 正 特征 值 ， 当 wok(xo,y) 过 0 时 ，4 有 负 特 征 值 。 

注 7.8 ”在 定理 7.6 的 条 件 下 ， 可 以 得 到 下 列 更 强 的 结论 : 
存在 包含 uo 的 区 闻 (a,6)， 使 对 任 给 uEC(a,6)， 痢 存在 .4 的 特征 
元 9,， 满 足 g,(xo)==4, 这 是 因为 由 (7,25) 式 及 f(x, 兴 的 连续 性 
可 知 ， 必 存在 包含 u 的 区 间 (a,6b)， 使 对 任意 的 xE(a,5)， 都 有 
fO) 0 ,因此 ， 可 以 用 任意 的 El(a,6b) ,代替 定 理 7,6 证 明 
中 的 4。， 从 而 可 知 存在 4 的 特征 元 p,， 满 足 p.(x。o) = 二 =x。 所以， 
在 定理 7.6 的 条 件 下 ，.4 的 特征 元 集合 具有 连续 统 的 势 。 

定理 7.9 E. (1)k(x,y) 在 GxG 上 连续 (KEREM, 
并 存在 YEG，@< 0 (i= 1,2 ,…,n)， 使 得 

Doki,y)* 0 (V y€G) ; 

CIF, 009 0, FEG (一 0, 二 oo) Eit ft 38 
5, HELWEG, ux 0， 都 有 

fix,:0»0, 

则 4 的 特征 值 集合 具有 连续 统 的 势 ， 并 且 对 任 给 4 二 0 ,都 
存在 4 的 特征 元 p,， 使 

Y ag.) =u, 
证 对 任 给 gEC， 定 义 
hp) u^! Ya, 


则 /是 C 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 令 
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M,-—te€C|h(p) — 1 llel <r} 
Momak OESDRSEcDuap Bu» M.xé. 
于 是 ， 用 与 定理 7.6 相 同 的 证 明 方法 《并 注意 到 注 7.8) ， 即 可 
以 证 明定 理 7.9 的 结论 成 立 , 证 完 。 

最 后 再 介绍 一 个 关于 特征 函数 个 数 的 结论 。 

定理 7.10 A. (1)Rx,y) 在 CxC 上 非 负 连续 ， 并 且 
R(x,x)>= 0 (x€G); 

C2) f(x,uy#EG x R EER, E fis f(,0020, 3f 
且 对 xEG， 一 致 有 
fix,u) _ 0, 


lim (7.31) 
— 0 + u 

lim L9 -0 ， (1,32) 
u— + u 

lim f(x,u)7 0; (7.33) 
r +° 


则 对 任 给 > 0 ， 存 在 c> 0 ， 使 对 任 给 1 二 co， 方程 (7,5) ED 
有 两 个 对 应 于 4 的 非 负 连续 特征 函数 gx”(x) 和 gx*， (x), 并 且 
maxg/'' GN. 
证 任 给 入 >> 0 .由 条 件 (7.33) 式 知 ， 存 在 ?> 0,0, N, 

使 当 w 宇 to 时 ， 有 

Fiex, Dn. (7.34) 
由 条 件 〈1 》 知 ， 存 在 r> 0 及 G 中 某 小 闭 球 7={xE€G||x 一 
xo| 委 6G}， 使 得 当 xE7，yE7 时 ， 有 

h(x,y)mr. (7.35) 


令 c 一 二 De 六， 下 证 此 c 即 符合 要 求 .给 定 1>c， 考 察 算 


rnmes 
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Acá | ka Df lo Dd». (7.36) 
显然 4 上 映 C(G) 入 C(G) 全 连续 。 由 (7,32) XA, TEXED 0, 
[i umb, Afu) oe NKT ,其 中 | 六 1 是 映 C(G) 入 CCG) 


的 线性 积分 算 子 Kp= f. h(x,y)p(y)dy 的 东 6 数 、 令 P= max 
f(x,u), Jj i RSS — Duc 0, # 


0<f(x,u)< (7.37) 


— B. 
2A K | 

BR maxi(us,2ABl Kl), 由 (7.31) 式 知 ， 存在 0 <r<uo, 
使 


0<f(x,u)< COxusxr). (7.38) 


u 
2A] K |l 
令 Q,-(pcCQODIlel«rn, 09; -(€CQD) | lol < R, min 


geG)u,, Q,—-(e€CCGD |llell <. 5519,,0,,0, 88 BË 
有 界 凸 开 集 ， 并 且 
Q,CQ,,0; C Q,,0,0 0, =P, (7,39) 
由 (7.36)、(7。 SO REATUS, 当 pE 0, 时 ， 有 
Ael <AKI zer tell o 7 lll er, 
所 以 ， 
ACQ YCA, (7.40) 


HPE Q H(7.36).(7, DAA 
L4 AKI e lol e) 77 lll BAIL R, 
所 以 
AC 9.) C Qi. (7.41) 


当 gE ,时 ， 由 (7.34)、(7,35)、(7,36) 诸 式 可 知 
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mine) =min2 | kex DF, lP Ddy 
ET xET G 


>min4| kc, 3 f, lo» Ddy 


ZÀrnmesT > uo (7.42) 
H (7.41), (7.42)W KUNI 
ACC. (7.43) 


因此 ， 由 (7.40)、(7.41)、(7.43) 三 式 ， 并 根据 附录 定理 2.6， 
有 

deg(7—4,,Q,,0)—1 (i=1,2,3) (7.44) 
TE, AEQ PARI Ap H C136 x TAe/ 0020, 
从 而 px (x) 是 方程 (7.5) 的 解 ， 并 且 

maxg/!) (x)Z ming!) (x) >u >N, 
rec ze 

由 (7.44) 可 知 

deg —4,,Q,NCQ, U 2:2, 0) —deg( —4,,0,, 0) 

—deg(1—4,,0,, 0)—deg(1—4,,0,,0)—— 1, 

AW AdEQ.N( Q, U Q,) rB i p #f — Z 3l eU (x), H 
C.36) xA, o? (x)2 0, HEP (x) 是 方程 (7.5) 的 解 ， 
BAPC (x) soDi (x), of? 0039 0 .证 完 。 

附注 定理 7.1 和 定理 7.2 本质 上 由 M.A.KpacHocens- 
ckui( 1 ] 给 出 ， 但 其 所 给 出 的 证 明 比 较 复 杂 。 这 里 的 证 明 是 部 
X407) B mW. 

E 387,3. 2E 387,4 40 32 2327.10 ERKA (17). C182 获得 
的 .定理 7.5.7.6 及 7.9 是 白 锦 东 [1 证明 的 ， 

关于 非 线 性 积分 方程 特征 值 与 特征 函数 的 其 它 讨论 ， 见 白 
锦 东 [3 ].C5]，J.Cronin[1],S。Karlin[1],R.。W.。Legget 
和 L.R.Willams[ 4). 
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$8 非 线 性 积分 方程 组 
非 平凡 解 的 存在 性 


由 于 实际 问题 《如 二 阶 常 微分 方程 两 点 边 值 问 题 ) 的 需要 ， 
要 求人 们 研究 Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 组 

(eco m | ki Goo»f (G0 9 Od» 

1 (8.1) 

G0 = | b Gon f G0 Ond» 
非 平 凡 解 的 存在 性 ,在 本 节 中 ， 设 G 是 R* 中 的 有 界 闭 集 , 为 简便 
if, &mesG— 1. 


4 


AG G0 = | & Go 3f (GO Gnd», (8.2) 


AG GO = | Ki Go f (G0 Gd y (8.3) 


Alp, Y) — CA.C,2, 42 (9,92). (8.4) 
在 本 节 中 ， 我 们 使 用 下 列 假设 
1 ki Go, EG x G E3ESOESE, Rn VEGGE CR 
x= yB Ba Sx 
2 存在 xcE(0 , 1 )， 使 对 任 给 z,yEC， 有 
gin = | k(x, yydx>ak, (2,9), (8.5) 


并 且 对 几乎 所 有 的 YECG， 有 9g( 思 > 0. 
3 "存在 > 0 ， 使 对 任 给 yEG， 有 


[1 o dep [8 Gods (8.6) 


4 存在 ?> 0 ， 使 对 任 给 x,yEG， 有 

lka Gr v | Ri conde (8.7) 

S" f (Qu, DMS (u,0). 分 别 在 [0 , Foo) x (=o, 4-00) E 
连续 ， 并 且 对 任 给 (4,v)E[ 0 , ce) x (700, 09), # 

fiu, >| fauo) | (8.8) 

6 "存在 [ 0 ,十 co) 上 的 非 负 连续 函数 7(4u)、E(4) 及 vo。>> 0, 

使 对 任 给 xE[ 0 ,十 co),1v| 宇 v。， 有 
filu, v) SnCu) +£(u)|o|, (8.9) 

531388.1 WEEL., 2°. 3°. 5°. 6^3 B. W) 对 任意 的 
€€C(G),9(x)2 0 ,9€L(G), # 

GLA; Go, yo lal: Co, Pes 

GDA Co, y) |l; £14. Co 92 Tl. 

证 H R UE 5^. 6^ ML XT IE #geCC(G), 90020, yE 
L(G), A (p, HELG), A.QUDE€LGCG) JR] JI B 82i 
知 ， 对 任 给 zE€G， 

I4 Gli | | bis fi p99 dydz 


>a | hf P, 9) dy =A, GAY, 


(8.10) 
由 于 (8.10) 式 对 任 给 zEG 成 立 ， 故 (i) 获 证 ，。 
利用 (8,6)、(8、8) 两 式 可 得 


H4.» f | Fi f coco spy dy |a 
«| If Coo 869) dy lk (x, y) |dx 
G G 


< 有 | f. (gly) „Ody | k, (x, y)dx 
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“UU $o 


=BlA, C, Dl, | (8,1) 
(ii) 获 证 。 证 完 ， 


^ 
P ,=((g(x),0(x))€C(G) x LOG) | eG 7 0, 
lellzzellele. loli B lolo (8.12) 


WBP, 是 C(G) x LCG) h BS 
定理 8.2 ” 设 假设 1"、2? .3"、5" `6 满足 又 设 对 vE( 一 co 
十 co) ,一 致 成 立 


: f (u, o) — | 
m 0 (8.13) 
lim f (u,v) =+, (8.14) 
u- 0t 5 


则 方程 组 (8.1) 在 ,中 至 少 有 一 个 非 零 解 。 
WE 由 引 理 8.1 及 假设 1"、5" 易 知 ，A 是 映 P, 入 P, 的 全 这 
续 算 子 . 取 M = sup k, (x, y), 


0 cecCM C1 0 B0)7 
再 由 (8.13) 式 知 ， 可 取 xo> 0 Eut |v >u, H 
fi(usv) <elut vl). (8.15). 
4m- sup fo, NR 
R-max(u,, 1 +Mm( 1 —eMCaA t 0)7), (8,16) 
SA, (P, =p, HEP, | lol R3 MH 8.12 RAAP) 
是 已 ,中 的 有 界 开 集 . 用 90,( 己 ,) 表 示 Q POWY P P, 的 边 
界 ， 则 显然 对 任 给 (9,$)E909,(P,)， 有 llglle=。 
IEA Co, ped, CP), 4 
G, ={xEG] plx) t | 9 GO | «uot. 
则 由 (8.15)、(8.12) 、(8.16) 式 可 得 
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A P= | k Gf (00, POD dy 


=Í. ki(x,y)f (p(y), Py) dy 


+| kb, Ga )f (py), p(y) dy 
co, 


«Mm--«M Co 二 el 
<Mm+eM(1 +P)||ə|e=Mm+eM(1 +0)R 


«R-l|glh, VxEC， (8.17) 
因此 ， 
ACP, PEP, Y), VP, PEDA, CP, ). (8.18) 


取 定 LE( 0 a), WEC, PEP, &G,=(x€G|op(x)2> 
ulloll} , 则 由 


a|elcsllell.- | ecoax 一 f. g(x)dx4- Í. o(x)dx 


xllellcmesG, + ullellc 
W 30 mesG,—a—u.HBik2^5n, n 0, 

mesG,2 1 — m ; (8.19) 
ARG,—(x€Glg()20).8(8,10 kR, ##re€e(0,R), 使 
340 xucrhl, Æ 

f, Gu,o)> óu, (8.20) 

其 中 6> 一 一 “一 "m m .是 一 常数 ， 49. (P,) — (0, 9) EP, |llollc 
Bf, A le|—r. T, H (8.20). (8.19) & mesG,za—u, n[ón 

NCT lA e, pl 


=Í | k.(x,y)f p(y) py dydx 
GJG 
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= [IOF Cy), yy Ddy 
>f ac gGODf (oY) Py dy 


a 


>r6] ond yz róulollc 2 > elk, 
cpnGs 2 


因此 ， 

AP, DEW, p), VXG,€9Q,(P,). (8.21) 
由 (8.18)、(8.21) 两 式 ， 并 根据 附录 定理 2.18 可 知 ， 方 程 组 
(8.1) 在 已 ,中 必定 有 非 平凡 解 .证 完 。 

引 理 8.3” 设 假设 1"、2"、4"、5° 满 足 ， 则 对 任 给 PEC(G)， 
(x) 之 0 及 BEC(G)， 有 

OA Co 4D liz all.A. Co 92e: 

GDA CoD lel Co 9 llc. 

WE 〈i)? 证 明 同 引 理 8.1. 下 仅 需 证 (ii) .事实 上 ， 由 假设 4 。 
5° 可 知 

|f ke DEED TEL 


<S lk DFO dy 


<| |, (zf (CD py d ydz 


=vy||A, Gy». (8.22): 
由 于 (8.22) 式 对 任 给 xECG 成 立 ， 故 (ii) 获 证 。 证 完 。 
令 
P,={(9(x), p(X) EC(G) x CG G(X) 0, 
lletizzz allele, ylles<rliogl}, (8.23) 


则 显然 已 ,是 C(G) x C(G) 中 的 锥 。 
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定理 8.4 设 假设 1"、2”、4"、 5^ p AL, 又 设 对 woE( 一 co， 
十 ce) 一致 成 立 


1 fiCu,v) = 
ot ato O n 
lim 080 Los, (8.25) 


则 方程 组 (8.1) 在 P, 中 必定 有 非 零 解 ， 

证 由 相 理 8,3 及 假设 1"、5° 可 知 ，A 是 映 P, 入 P; 的 全 连 
SET. X60, BecCMCAI 10) .由 (8.24) 式 知 ， 存 在 
uo27 0, fiXiu-Flv| <u t} 

f.Gu,o)<e(u+lol), (8.26) 


取 r， 使 0 过 + 一 PT . $Q, Pa) (Gg ,3€P,lolccr), 


WH, pE, (Pon, lel. 3E B. 
eG) + lp Slol lylles C1 + llellc uo. 
于 是 由 (8.26) 式 知 


RCR [Gf (O0 PODY 


«e| & Goo IY Ddy 


«eM(C1 4 yMolc«lole, vxeG. 
从 而 

Ap, PEPP), V, PEDR, Pa), (8.27) 

By,G,,7,G,I] 3E 88.208 uE H, W mesC,>a—u, 3: H 
(8。.19) 式 仍 成 立 。 由 (8.25) 式 知 ， 必 存在 R>0,2>0，, 使 当 
y> R ,Bj 

fitu, > Ny—b | (8,28) 
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RN vio W.R 


R=max{r+ 1 b| acd» 1 TAS (8,29) 


SLP d=, HEP: ell < Rb, 则 对 任 给 (0,9)€0Q, 
(P, VE 
IER (9,V)llcz» lA CRDI 


=Í | bi, yo fi (Py) pyd ydx 
GJ G 
-|. gf Py) py dy 


2m tg Cf; (p(y),p ydy 


>N| gv(y)dy -6| g(y)dy 
Go Gs G 


a 
zt*Nul|elc— 


# -ef g(y)d y 
G 
»2]el —b[ gdy 


-2R-b| eGndy-R- lel, 
所 以 ， 


AQ EG), YP pE: P, ). (8.30) 
由 (8.27).(8.30) 两 式 ， 并 根据 锥 拉 压 不 动 点 定理 ， 即 知 方程 
组 (8.1) 在 PP, 中 必定 有 非 零 解 .证 完 。 
附注 定理 8.2 和 定理 8。4 是 黄 春 湖 、 颜 骏 [1] 中 证 明 的 。 
除了 本 章 各 节 中 已 经 提 到 的 文献 处 ， 与 非 线性 积分 方程 多 
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Tru H 3 u X BUSES m V.Lakshmikantham( 1), 
38 K 4034), H, Amann( 12, (223, C3), J.BergerfuJ, 
Robert( 1), T.Laetsch( 1 1,R.W。Legget 和 L.R。Willia- 
msC 13, C23, C32, S.V.Parter( 12), C, A, Stuart (33, 
H,R,Thieme( 2 J&, 
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第 六 章 ” 非 线性 积分 方程 的 分 歧 理论 
$81 非 线性 积分 方程 的 歧 点 


ERERXBanachzsdl, OJÉE'BmNJFf, OER, A, Q> 

EE 是 一 个 算 子 ，A0 二 0。 考察 方程 
x= À Ax, (1.1) 
其 中 4ER:，xEQ 

定义 1.1 设 4,ER!。 如 果 对 任意 给 定 的 0, ， 都 存在 满 

足 方程 (1.1) 的 (4,x)ER! xE, w44 
|4—A [<e 0 <lx|<:, | (1.2) 
则 称 1, 是 算 子 4 的 歧 点 

定理 1,2 WA, Q EJ aE phi, 0CO, A0=0, A 
TE 0 处 有 Frechet Pf AS, JBE R'PRJS LB EBI, 4 
没有 特征 值 属 于 心 。 则 存在 ó> 0 ， 使 得 当 acd, 0<|x| <ë 
时 ， 有 x 关 44x。 

证 ”因为 4 没有 特征 值 8 P 4, MU A€H, |zl= 工时 
|x—A Ax] 0. HT 4 是 全 连续 线性 算 子 ， 故 易 知 存在 
a> 0, fi 

, Inf Ix Aix] za. 
因此 ， 对 任 给 xEE，4ELA， 必 有 
[x — A Asxll zm alix]. (1.3) 

H A; 的 定义 及 A0=0 知 ， 存 在 OD 0, HX ACA, 0< 

[x] «onm, A 
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lAx—4A;x| < ll. (1.4) 


因此 ， WAEA, 0 <| | <ó 时 
|x— AAx| = ||x—44,x|| — || 4.Ax— 45x] 


zelx| 21 x1— S ll 0. 
证 完 ， 
由 上 述 定理 ， 立 即 可 以 得 到 | 
推论 1.3 若 1, 是 4 的 野 点 ， 则 和, 是 4 的 特征 值 。 
BA, Q—EIRRSJYXSQWT. (cQ, 40—0, A, 存在 ， 取 
A JA, 的 一 个 特征 值 。 H TA 是 全 连续 线性 算 子 ， 故 必 存 在 
e> 0，, 使 各 在 Ue, Ate 中 没有 异 于 和 的 特征 值 ,由 定 
理 1.2 及 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 易 知 ， 对 任 给 I6 C 78, À.) ， 
ind(7 一 44,0) 均 存 在 且 保持 不 变 。 记 
p 一 0)=ind(7 — 44, 0), AEs 一 sh )。 (1.5) 
同样 ， 对 任 给 1E(h 4。 二 se)，ind(7 一 44,0) 均 存在 且 保 
HORSE. de | 
pA t 00—ind(I —44,0), AECA hate). (1.00 
füdRind(I—4,4,0) 存在 ， 则 定义 


y(À,)=ind(I-— A, A,0) (1.7) 
设 4, 是 4s 的 特征 值 。 如 果 下 列 三 种 情况 之 一 种 出 现 , 则 称 
4 是 4 在 0 处 的 指数 变换 点 ， 


(i) p(À,— 0) pA + 0); 

Gi) py(4,) 存 在 ， 并 且 y(4, 一 0 ) 志 yp(4,)3 

Gii yp(4,) 存 在 ， 并 且 y(4, 十 0 SpA). 

定理 1.4 设 4. 是 4 在 4 处 的 指数 变换 点 , 则 4 是 4 的 页 点 。 
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šE UEM ys. 00S 9(À., + 0 )BF, A EARE, 任 
w> 0, Rr, E0 <r<e, FEE ltr, A 十 z] 中 没有 
A; 的 异 于 A RIE, TÆ ind — A, —1)4,0) fl ind(1 一 

(h +r)A,0) 都 有 定义 。 并且 

ind( — (4, —1)4,0) &ind(Z—(4,4-:24,00,.— (1,8 
显然 ， 存 在 0 <r<e, 使 

deg(I —(4, —r)A,B,.,,0)=ind(I—( —r)A,0), (1.9) 

deg(7 — (4, 4-124, B,,0) 2 ind (1 — (4, +r)A,0), (1,10) 
XB —(GCE|lxl«r). &OG.8.0.9). (1.10 三 式 及 拓 
扑 度 的 同 伦 不 变性 知 ， 必 存在 翌 E(14。 一 rzr，4 rzr)，x*E9B，， 
使 x*=A*Ax*, H JA*—A, | <te lxt] =r<e H Fe 
任意 性 ， 故 知 4 是 4 的 时 点 

把 上 述 证 明 中 的 ?(4。 二 0 ) 换 成 ?(4 ,4 十 z 换 成 4,, 即 
知 当 yp(4。) 存在 、 并 且 p — 0) 二 7(4,) 时 ，h 和 ,是 4 的 歧 点 ， 
同 理 ， 当 2(4,) 存 在 且 p(4, 十 0 ) 二 7p(4,) 时 ，4, 是 4 的 歧 点 ， 
HES, 

推论 1.5 #1 EA 的 奇 代数 重 数 特征 值 ， 则 ALD EAT 

证 34 A. JE A 的 奇 代数 重 数 特 征 值 时 ， 根 据 Leray 一 
Schauder Æ, (4, — 0 ))ey (A, - 00. dg BET Anf aA, 
BAREA. EX. 

推论 1.5 给 出 了 歧 点 存在 性 的 一 个 重要 的 判别 法 则 。 此 
外 ， 由 定理 1.4 可 以 看 出 ， 当 1,3545 的 特征 值 时 ，?(4,) 是 
否 存在 ， 并 且 当 y(4, ) 存在 时 它 的 数值 的 计算 ， 对 于 歧 点 的 判 
定 有 着 重要 的 意义 .因此 ,下 面 将 以 非 线 性 积分 方程 为 背景， 较 
详细 地 讨论 当 4。 是 4 的 特征 值 时 ，?(4。) 存 在 性 的 判定 及 其 计 
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算 方法 。 为 了 方便 ， 下 面 总 假定 4,= 1, 4=B, 

WE JE I—B 的 零 子 空间 ， 即 E, ={xEE|x—Bx=0}, 
显然 它 是 E 的 一 个 有 限 锥 子 空间 。 设 PÆ E SE, EIRE 
EST. P'-I—P., E'=P E, 的 子 空间 EE, 和 E' 中 的 元 
索 分 别 用 4 和 vw KOR. 

设 F E f I— B 的 值 域 ，Q' 是 E 到 F" 上 的 线性 投影 ， 
Q,—I—Q', F,-Q,E, 根据 Riesz 一 Schauder 理 $, FM 
上 ,有 相同 的 维 数 。 因 此 ， 必 存在 贞 ,到 ,的 线性 算 子 D, 使 
SET D CHEFE. 

BR., AT B-D P, ARERR. 设 对 某 x,EE ， 使 
x.=(B—D-!P,)x,, W| x —Bx,=—D-!P,x,, H Fx 
Bx,€F*,—D"! P,x,€F, llli x, — Bx =0,—D-1P x = 
0. Hiit. x.€E,. MAD 'x, =D Px = 0, Bl x= 
—D0—0, 这 表明 不 存在 E 中 的 非 零 元 xs， 使 y,= (B— 
D^ Pix, B 1d B-D P WREE., Nub, I—(B— 
D P,) 有 有 界线 性 的 道 算 子 。 下 面 用 6( 了 ,万 ) 表 示 妃 一 万 -1P， 
的 属于 ( 0，1 ) 的 所 有 特征 值 的 代数 重 数 和 . 

BA, I—-B+D-'P BE #JF,, RESF, 所 以 (I 一 
B+D-'P.) R FIE., JER SRIEF E 


(I—B+D-'P,) =D, (1.11) 

同时 (1 一 8 十 D-!1P,)-! 映 FRE, 并且 
(I—B+D- P, U-B)-I, (1,12) 

首先 假设 4 在 0 的 某 一 邻 域 中 可 以 表 为 
Ax=Bx+Cx+w(x), (1.13) 


这 里 假定 
VILE CRT 2, C 是 & 齐 次 全 连续 算 子 ， 即 对 任 给 
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xCE, ICR1, C(tx)=t'C x; 
2° 存 在 常数 gqo 0 ,使 对 x EEx EE, Jsx,l=<r, Fx; 


xr, d 
] Cx, —Cx;lzg,r'^! Exi—xils (1,14) 
3^w 全 连续 ， 并 满足 
im de __ 
Jim F 0. (1.15) 


3181.6 81 ~3 RA. RFE a> 0 ,使 对 任 给 wEE。， 
有 
1Q.,Cul za, lul. (1.16) 
JJ 0 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 并 且 当 o 充分 小 时 ， 在 球面 {xEE | 
1 天》 £, 1—45 
中 (COX) 一 一 QCPx 十 PIx 一 BPIx (1.17) 
BJ. 
证 ED (x)=0,JljiR Tr —Q,CPXCF,P'x—-BP'xcF?, 
知 必 有 一 Q,CP。x=0, P x—BP?x-0,0C1,.16) REP. x= 
0. H P'x€E? K P°x— BP°x=05, P*x—0. 所 以 x=0. 这 
KI, EPa) =0， 则 x=0、 下 面 假 设 引 理 的 结论 不 成 立 。 
则 由 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 可 知 ， 必 存在 NEE, x20, x,=0, 
Az 0 ,使 
Xam Ax,= — ÀD (xX) 
《否则 当 o 充分 小 时 1 一 4 与 @ EEE l= 上 同 伦 ) 。 
上 式 可 改写 为 


[PN 0. = 4, 
P°x,— BP’ x,= I+; QC Po x, 


1 
Hpg l Otw]. (1.18) 


因此 ， 由 2°、 3° B| 8, 当 n 充分 大 时 ， 必 有 
II-B) P*x < IQ,.las |P,x + 


1 i n 
T+++/ PES t lH xs] 
1 
«( 424, lQ la LP, el^ IFA qo 
1 k 
+z) lal 
— b, lx, ll*, (1.19) 


(LÀ TE 1 
Job, bim (o IQ. IP, tiet). 


根据 Banach VETEM, -BEAR E' 到 FF' 的 线性 算 子 ， 
它 有 有 界线 性 的 逆 算 子 .。 因 此， 存在 常数 b:>> 0， 使 对 任 给 
v€E*, [ —Bovlz-b.lol. &rRCLL19) 3X ipn, 24 n 充分 大 
时 ， 必 有 
| P? x,] ba lI— B) P’ Xl 515; lx, (1.20) 
在 (1.18) 式 两 端 用 Q, 作用 ， 并 把 所 得 的 等 式 改 写 为 


Q,CP,x,— un (Cx, —CP,2,) 


+Q (x,)), (1.21) 
由 (1.16).(1.14) 两 式 可 得 
a || Po x :HQ CP. xl 
<lQola (max {lxil l| Pox DET! | P°x,1 


+Q I C2 
s IQ,lg, Gnax(lx.ll, Pax 1^7! 
bibz lx + Qo hw xs), (1.22) 
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由 (1.22) 式 及 3 " 即 可 知 
IP Xal -0 


lim — . 
Li IEA 


由 (1.20) 式 可 知 lim -一 0, M 


ix 


gg Perl +IP xl 


dia x, : 一 
1=lim all <lim Xa! 0. 
产生 矛盾 。 证 完 ， 


定理 1.7 设 4 可 以 天 为 (1.13) 式 的 形式 , 并 且 假设 人 一 3 
成 立 。 设 (1.16) 式 成 立 ， 则 0 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 并 县 
ind(1—A, 0)=(~1) >P ind(W,0;E,), (1.23) 


其 中 多 是 由 等 式 
W(u)= — DQ, Cu f (u€ E,) f | (1.24) 
$E LIBRE, AE: WAT. 


证 根据 引 理 1.6， 只 需 证 明 
ind(1 — B—Q.CP, , 0) 


=(—1 > ind, 0 E,), (1,25) 
考察 
J=(1—B+D-!P,)-1(1— B—Q.,CP,). 
根据 指标 乘积 公式 ， 
ind(J ,0)ind(7 - B--D^! P,,0) 
=ind([— B=-Q,CP,,0). (1.26) 


HT14 B-D P, BRIER, &xui B (B, D) 的 定义 和 
Leray —Schauder 定理 知 . 
ind(I[—B+D-1P,, 0)=(—41y6 (m. (1.27) 
另 一 方面 ， 由 (1.11)、(1.12) 两 式 知 
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Joo =P ,x+ Px, 


故 由 简化 定理 ， 
ind(J ,0; Ey ind (V ,0,E,), (1.28) 
由 (1.26).(1.27)、 (1.28) 三 式 ， 即 知 定理 的 结论 成 立 。 证 完 。 
在 C(G) 空 间 中 考察 yp corf 
AoGO m | kyo dy, (1.29) 
其 中 G 是 Rs 中 的 有 界 闭 集 。 


3181.8 WU xcG, y€G, lu| &r(r 0 为 一 常数 ) 
Bj, R(x,y,u) X, k(x, y, u) 关于 4 二 阶 连续 可 微 . 又 设 


2 2 
k(x,y, 0)= 0, S'RGo 80) ag, 9 SQ 在 GxG 


xf 一 上，r 门 上 连续 。 则 由 (1.29) 式 所 定义 的 了 pa coa 型 非 线性 
积分 算 子 4 可 以 表示 为 (1.13) 式 的 形式 ， 并 且 123 成立， 其 
中 = 2， 


Bo(x) = | es20 eCGody, (1,30) 
-í1 O!k(x, y,0) 2 

Cw(x) 一 天 s (o(y)J)'dy, (1.31) 

oQ(x) x Ap( x) - Bo(x)—Co(x). (1.32) 


证 显然 C 是 2 齐 次 全 连续 算 子 ， 即 假设 1 满足 。 因 为 当 
gi€EC(G), plr, p.EC(G), |e,l<r 时 有 


Ə'k(x,y,0) 


Qu: ° loi (y) 十 


Ce G0 - Ce. G0 1d. [... 


g: GOl*lo1(52 —p: CD dy, 


故 若 取 q, = mes G + max SR, 则 有 


z, VEG 
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ICo; —Co;lxq.*rlo:—ov:l. 
故 假设 2 RL. 
因为 &(x,y,0) 三 0， 故 根据 Taylor 公式 , 当 x€G, y€G, 
ju|<r Bj, # 
R(x,y,u)= 


其 中 0 <0< 1 。 所 以 ， 


op(x) s4 | [ay n ec 


Ok(x,y, 0) 1, Ok(x,y,0, u), 
Ou u+ 2 du’ 


_ Ok(x,y,0) xz 
SGHPnO icy dy. (1.33) 


tia 5069 关于 4 是 一 致 连续 的 ( 当 |z|<r BD, 
故 对 任 给 e> 0， 存 在 0 <6<r， 使 当 x€G,y€G, lu| xóm, 


9'k(x,y,u)  O'k(x,y,0) 2e 
ou? ðu? < mesG ° 0,34) 


所 以 ， 由 (1.33)、 01.34) BjsX up, lols ni, # 


loe] 
lo^ Se 


即 (1.15) 式 成 立 ( 取 &= 20. HORSE o 是 全 连续 的 ， 故 假设 3。 
成 立 。 证 完 ， 

m2 0» = 0 ， 可 以 建立 下 列 引 理 ， 

3181.9 M x€G,y€G, |u|<r (r2 0 是 一 常数 ) 


Bj, R(x,y,u) Æ, kx, y, u) 关于 4 是 和 阶 连续 可 微 的 


(> 2 为 一 自然 数 )， 并 且 k(x,y,0) 三 0， kayO = 


en O9 k(x,y,0) .. 设 klx, y,0) "-- klx, y ,u) 
na Ow , Ow: 
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ee re 


#G xG x(—r,r) 上 连续 ， 则 由 (1.29) 式 所 定义 的 Y pu con 
算 子 4 可 以 表示 为 (1,13) 式 的 形式 ， 并 且 1°~3° 成 立 , 其 中 8 由 
(1,30 式 定 义 ， 
24 k(x, y,0) 
Ceco-E| 2*9» x9 yay, — au 


Op (Xx)= Ap( x) - Be(x) - Co(x). (1.36) 
šE 本 引 理 的 证 明 与 引 理 1.8 的 证 明 类 似 ， 故 从 略 。 

在 C(G) 空间 中 考察 Ypa cou 算 子 (1.29)。 设 A0=0, 
A'(0) FE. id B—A'(0), W A, 是 B 的 特征 值 。 利 用 定理 
1.7 可 以 讨论 vy(4o) 的 判定 及 其 计算 方法 。 不 失 一 般 性 ， 设 14, = 
1 。 下 面 假定 定理 1.7 的 条 件 满足 , 即 4 可 以 表 为 (1,13) 式 的 形 
A GE —3 "成立 〈 引 理 1.8 和 引 理 1.9 给 出 了 4 可 以 表 为 
(1.13) 式 的 形式 ， 并 且 1 一 3 成立 的 具体 条 件 ) ， 并 且 (1.16) 
式 成 立 。 设 自然 数 & 是 由 假设 1° 确定 的 齐 次 指数 . 

3181.10 ” (i) 若是 偶 数 ， 则 

ind(B ,0; E,) 2 0 (mod2); 
其 中 罗 由 (1.24) 式 定义 ， 特 别 地 ， 又 车 dimE, 三 1(mod2)， 则 
ind(V,0,E,)— 0. 
GDX h ERA nu 
ind(V ,0; E, ) 1(mod2), 

证 这 是 附录 定理 2.9 和 定理 2.10 的 推论 。 证 完 . 

引 理 1.11 设 dim E,— 1，9。 是 ,中 的 单位 向 量 ，hk 二 
1(mod2), MB 

GE pÁ HP) 方向 相同 ， 则 ind V, F, )=1; 

(X9, 5VG ) 方 向 相反 ， 则 indc ,6;E,)——1, 

这 一 引 理 是 显然 的 ， 
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下 面 设 8 是 具有 对 称 核 的 线性 积分 算 子 ， 
在 这 种 情况 下 ，E, = ，E'==F"， 此 时 可 以 取 D= 了 I. WE, 
是 nn 维 空间 ， 取 e;(x)EE,(i==1,2,…,k), 使 
f eene deu (rj (d, J=1,2,- n), 
d 15» ij, 
容易 证 明 ， 此 时 P, 可 以 表达 为 


Pip= Y? eo) OZEL (gEC(G)) ,1.37) 


并 且 Q。=P,, Æ n=1, e, (Xx) 是 ,中 的 单位 向 量 ， 则 易 知 
对 ecE,, 


Pp)= -e Go | CCo G03es G0. (1.38) 
5181.12 设 引 理 1.8 或 引 理 1.9 的 条 件 满足 。 又 设 
dimE,= 1, 


2d O'RCx , y ,0) ; 
TUM L Ou Ce, (y)J)'e.(x)dxdy, (1.39) 


设 ax 0 MJ 0 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 并 且 

(i) 车 是 偶数 ， 则 ind(CV,06,E,0—0, 

GDE k ETR a7 0, W ind (7,0; E.) — —1, 

GIDA k dé, a< 0， 则 ind( 罗 ,0;E,)=1. 

证 H as 0 CB RJ. ÀXG.10 30A r, HHB 
定理 1.7，0 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 由 引 理 1.10 的 (i) 及 引 理 1,11， 
可 知 结论 Ci) ii) (iii) 成 立 。 证 完 ， 

车 dimFE,> 1， 也 可 以 获得 某 些 结果 。 为 了 简便 T 面 
将 讨论 Hammerstein 型 积分 算 子 的 情况 , 设 

AGO = | &Gooforseody, (1,40) 


其 中 G 是 R* 中 有 界 闭 集 ， 假 定 
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ee ed hh ee 


(1) 由 (x,y) 确定 的 线性 积分 算 子 KK 上映 C(G) 入 C(G) 全 
E, R(x,y) —RCy 20 ,并且 1 是 开 的 特征 值 ; 

(2) f(x,0)= 0, f(x,u) XT u k HERTA (R29 2 为 
一 自然 数 ) ， 并 且 


of (x,0) . 1, of (x,0) NEC ALA 05 
Ou ðu’ Qu^! 
(3) 对 任 给 xEG， EE 0. 
令 
goo c4 S0 (1.41) 


53181.13 ” 设 上 述 假设 (1) 一 (3) RIE, k 为 奇数 ， 则 0 是 
-4 的 孤立 零点 ， 并 且 
(i) # g(x)< 0 (vx€G), 则 ind( 久 ,0;E,)= 1, 
Gii)# gO07 0(Vx€G), W|ind(V,0,E,)— —1, 
证 仿 引 理 1.8 和 引 理 1.9 可 知 ，-4 可 以 表 为 (1.13) 式 的 形 
式 ， 其 中 8=K,C 由 
Cola) = | bx, DIP dy (1.42) 
确定 ，o= AÀ-—B-C, H h(x,y) =k(Oy,x) m, E,=F.,, 
E'—-F', P, =Q, ETUK D= I, 此 时 久 = 一 PC， 
首先 假定 | 
g(x)< 0 (vx€G), 
ME -— P.C ES = (@CE,||lel|= 11 有 零 解 ,或 者 deg 
(—P,C,V ,0)= 1 (V — (e€E,|l|leo||<1)), MJ # #o*€S, 
Kuz 0， 使 
—P,Co*-- up* — 6, (1,43) 
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注意 到 在 P, 的 表达 式 (1.37) 中 ， 可 以 取 e1(x)= 二 9*(x)， 
故 由 (1.37)、(1.43) 两 式 可 知 


— De(x) | Ca cy) Ye ydy+ ue G0 =0. (1.44) 
i=} 


(1.44) 式 两 端 乘 以 el(x)， 并 在 G 上 积分 ， 有 
u- | CCei(y))er(y)dy. (1.45) 


由 (1.42)、(1.45) 两 式 ， 并 注意 到 | kly, yı) el (y) dy 一 
[| ko ,ery dy ey) 可 以 得 到 
u=] i By DID Ca dy Tei Od» 
G G 
= [E | tt, (dy Jecvote cro»ay, 
G G 


= | oorote cro dy, | (1,46) 


BUT kE, Key) 20, Ge On! 8 0, 又 因 
Agly) <0 (Vy EG), ñkH(1.46) 式 可 得 4U< 0 。 此 与 uz 
0 了 矛盾 ， 因 此， 一 PC 在 S1, 上 没有 和 零 解 ， 并 且 

deg(—PC, V,, 0)=1, 
亦 即 0 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 并 且 ind(,0;E,)= 1. 

用 完全 同样 的 方法 可 以 证 明 : 34 g)> 0 (y x€G) Bj, 0 
也 是 .4 的 孤立 不 动 点 ， 并 且 ind( 因 ,0;E,)= 一 1 ,证 完 。 

为 了 用 定理 1.7 计 算 ind (1 一 4, 9) ， 我 们 还 需要 知 
道 ( 一 1 全 2 ,事实 上 ， 在 ,与 B 对 应 于 1 的 根子 空间 重合 
的 情况 (这 是 一 种 最 常见 的 重要 情况 》 下 ， 容 易 知道 有 
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(—1)5 D =(—1)f, (1.47) 
其 中 是 8 的 属于 (0，1 ) 的 所 有 特征 值 的 代数 重 数 和 。 
下 面 在 C(G) 空间 中 讨论 非 线性 积分 方程 歧 点 的 存在 性 及 
其 性 质 。 先 考虑 yp conc T. (1,29). 
定理 1.14 ” 设 引 理 1.8 或 引 理 1.9 的 条 件 成 立 。 
B OM y 0) _ — 0) , À. E 


G tF 


的 一 重 特征 值 ，e,(x) PE 对 应 于 Ao 的 就 范 特 征 P 22, a H 
(1.39) 式 确定 。 设 os 0 M A, 是 4 的 歧 点 ， 并 且 

(i) 著 & 是 偶数 ， 则 存在 e>0，6>0, 使 得 对 任 给 1E€(4, 一 
Š, A) Uoso F6 , SEES, 0xle«e W E p, = 
AAg 

(ii) 车 是 奇数 ，a>> 0, ， 则 存在 s>> 0，60>0 ， 使 得 对 任 
给 4E (4 一 6，4) , REES’ 0«le;l«e, 满足 p= 
AAP; 

(iii) 若 有 & 是 奇数 ，a< 0 ， 则 存在 se> 0 ,6> 0 , 使 得 对 任 
给 4E (4,， A +ó) s HE EPL O«lo,]-e, W Ep 
¿Ao,. 

证 由 DOO. LRO 可 知 ， 刀 相应 于 4， 
的 零 子 空间 和 根子 空间 重合 ， 故 (1.47) 式 成 立 。 从 而 根据 定理 
1.7， 有 f 

JOD 8 y, — 00ind(V,0 E), (1.48) 

又 显然 
?(4 十 0)= 一 ?0 一 0)。 (1.49) 
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W k GEB. REELL 128816 (D Z (1.480 TA, 
?C4o)= 0 。 WEYA) 的 定义 知 ， 存 在 e> 0 ， 使 得 
deg(1 —4,4, T,,0)— 0, (1.50) 
R'BD-(ECQO|lel«e. Bids A ETE CHE 3 
定理 2.2) 知 ， 存 在 00 0 E4 4E€(4, 一 6，4, 十 6) 时 
deg(1—44, T,,0) —deg(1 4, 4,T,,00— 0, 
(1,51) 
不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 4 在 [4, 一 6,4, 十 6) 上 没有 特征 值 .于 
是 ， 当 4€(4, 0,4, +å), AXEA,BJ, Æ 
lind(I|—44,0)|— 1, (1.52) 
由 (1.51)、(1.52) 两 式 即 知 , 对 任 给 A€( 70,4) U (A ,hi 十 
ô), FE piE7， qi0, 使 =44o。 结 论 (i) 获 证 。 
利用 同样 的 方法 可 以 证 明 结 论 (ii)、(iii) 。 证 完 。 
再 考察 Hammerstein 型 积分 算 子 (1.40) . 
定理 1.15 设 由 ACx,y) 确 定 的 线性 积分 算 子 开 映 CCG) 入 
C(C) 全 连续 ，A(x,y) 一 ACy,xX)， 并 且 4。 是 开 的 特征 值 。 又 设 
引 理 1.13 中 的 假设 (2 )、( 3 ) 成 立 ， 其 中 k 是 奇数 。 设 9(x) 由 
(1.41) 式 确定 。 则 下 列 结论 成 立 ， 
GJE 4, 是 KK 的 奇 重 特征 值 ， g(x)<< 0(YxEG)， 则 和 ,是 
A 的 歧 点 ， 并 且 存 在 se> 0 ó> 0 ， 使 得 对 任 给 AC a, A 
ò), WEE Pa, 0 <lo KE, WE 9;=449， 
Gi 4 是 开 的 奇 重 特征 值 ，g(x)> 0 (vxC€G), WA JE 
4 的 歧 点 ， 并 且 存 在 e> 0 ，6> 0 ， 使 得 对 任 给 AE (4 一 6， 
o), BEE 2，0 <Jeoj|<, WE o,= Ao,. 
Gi AJEKTA BOE HIER, 9600 0 (y x€G) Hp A, Ji 
4 的 歧 点 ， 并 且 存 在 se> 0, ，6> 0 ， 使 得 对 任 给 4E(4, 一 6 ， 
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4)U Cosi r0, BEES, 0xlel«e, HEPS AAP., 
证 证 明 方法 与 定理 1.14 相 同 〈 利 用 引 理 1.13)》 .证 完 。 
与 野 点 相对 加 ， 可 以 建立 渐 近 歧 点 的 定义 。 
定义 ].16 BAER. 如果 对 任 给 e> 0 ， 都 存在 满足 方 

程 (1.1) 的 (4,x)ER!1 x E, 4 


4-4,1<e， Dub, 


则 称 4, 是 4 的 渐 近 上 野 点 。 

本 节 所 述 的 关于 歧 点 的 理论 ， 可 以 平行 推广 到 渐 近 歧 点 的 
情 视 ， 本 书 不 再 详 述 ， 

附注 ”本 节 只 叙述 了 分 野 理 论 中 的 拓扑 方法 在 本 书 第 七 
章 $3 中 将 讨论 变 分 方法 在 分 玖 理论 中 的 应 用 。 分 歧 理 论 中 的 解 
析 方 法 及 其 在 非 线 性 积分 方程 中 的 应 用 ,可 见 M .MHBatin6epr 
和 B.A.Tpenorna[1), 


$2. 某 些 准备 知识 


为 了 研究 非 线性 积分 方程 特征 元 的 全 局 性 理论 ， 需 要 某 些 
预备 知识 ， 

设 M 是 一 个 距离 空间 ， 如 果 寻 是 它 的 两 个 非 空 的 、 不 相交 
的 开 子 集 4 和 B 的 并 集 ， 则 称 计 是 不 连通 的 距离 空间 ， 如果 M 
不 是 不 连通 的 ， 则 称 以 是 连通 的 距离 空间 。 距 离 空 间 衣 中 的 一 
个 子 集 称 为 是 连通 的 或 者 是 不 连通 的 ， 如 果 按 照 它 作为 子 空间 
时 ， 是 连通 的 或 者 是 不 连通 的 ， 

如 果 距 离 空 间 放 的 一 个 子 集 4 是 最 大 的 连通 子 集 (EH 4 是 
连通 的 ， 并 且 它 不 是 以 的 男 一 个 连通 子 集 的 真子 集 ) ， 则 称 4 
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是 M 的 一 个 连通 分 支 ， 关 于 连通 分 支 的 一 个 主要 性 质 是 《其 证 
明 见 江 泽 涵 [1])， 

引 理 2.1 距离 空间 M 中 的 每 一 个 连通 子 集 都 包含 在 M 的 
某 一 个 连通 分 支 中 。M 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 M 中 的 闭 集 。 

定理 2.2” 设 内 是 一 个 紧 的 距离 空间 ，4 和 8 是 对 的 不 相交 
的 闭 子 集 ， 并 且 不 存在 MM 的 连通 分 支 同 时 与 4 和 8 都 相交 . 则 必 
存在 MM 的 不 相交 的 紧 子 集 Ms 和 Ms， 使 

M—M,UMsg, AcM, BcM,. 

这 一 定理 的 证 明 见 G.T.Whyburn[1]。 

设 M 是 一 个 距离 空间 ，C1,C;,…，C,,… 是 由 MM 中 的 子 集 
组 成 的 一 个 集 序列 。 定 义 

lim C,= (x€ M [eg (n) J f.3](n Z 
”xm ECm , 使 xm >x), 

则 称 HimC. 是 {Cs 的 上 限 点 集 。 BA, limC, 是 M 中 的 闭 集 。 

定理 2.5 ” 设 MM 是 一 个 距离 空间 ，R! 一 (o, o), 
(a,b) CR'( 其 中 a 可 以 是 一 co，6 可 以 是 十 co)。 设 

a< <a < mma ca mp «pix, 


(2.1) 
lima,—a, limp, =b, (2.2) 
EE =1C,[n=1,2,-- HER! x MM 中 的 一 个 连通 子 集 族 , W 
足下 列 条 件 : 
OD 对 每 一 个 n==1，2,…， 
C, Ca x M) x9, (2.3) 
C:N GUB x Mx, (2.4) 


(2) 对 任 给 a<a<B8<b, (UCN Ca B) M) ER: x 


MM 中 的 相对 紧 集 ， 
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则 在 D=limC, 中 必 存 在 一 个 连通 分 支 C*， 满足 
C*N (A}x M=, vAG(0a,b), (2.5) 
为 了 证 明定 理 2.,3， 首 先 需 要 证 明 下 列 引 理 : 
5332.4 ” 设 定理 2.3 的 全 部 条 件 满足 。 则 对 任 给 ZED, D 
中 含有 z 的 连通 分 支 C. 至 少 满足 下 列 两 式 之 一 ， 


inf(A|(4,:0€C.) =a, (2.6) 

sup(A|(A,10€C.) =b. (2.7) 
证 用 反 证 法 ， 设 (2.6)(2.7) 式 均 不 成 立 ， 则 

inf{A4| (4,4) EC,.} =a" >a, (2.8) 

sup(A|(4,10€C.) =b «b, (2,9) 


因此 ， 由 (2.1).(2.2) 式 知 ， 必 存在 ze， 使 当 n>n, BF, a, < 
a”, 0,>b', RIDER x 内 中 的 闭 集 ， 故 由 引 理 2.1 可 知 
C, Dt, AMEER x 凡 中 的 闭 集 。 由 定理 2.3 的 条 件 (2 ) 
及 (2,8).(2.9) 两 式 ， 易 知 C: 紧 ， 并 且 存 在 C. BJ ó 48 ERU |, 
EUC (as, B) x M. 如 果 0U 1 站 D 二 #， 则 由 定理 2.3 的 条 
件 ( 2 ) 易 知 ，DNU 是 一 个 紧 的 距离 空间 .显然 ,C: 和 3U , n D 
是 DNDU 的 两 个 非 空 的 不 相交 的 闭 子 集 。 由 C; 的 极 大 连 通 性 
可 知 ,不 存在 Dn U ,的 连通 分 支 L, 使 LNC,*$,LN (QU, n D) 
< 多。 根据 定理 2.2〈 在 定理 2.2 中 ， 令 M=DNU,，A4=C.， 
B—90U,0 D), 存在 DAU, 的 不 相交 的 紧 子 集 Ma, Ms, di 
C,CM.,, 0U1NDCMs， M,UM;,-DRU,. 显然 dMs， 
My» 0, 4$ -1dOL M9, U RM 89 SR, U= 
UNU., WEH 

C.cU, ðU n D—ó, Uct(any fin x M. (2.10) 
如 果 0U N D= 4, WJA&U-—-U,, BARO.10 5448 vr. 
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出 上 限 点 集 的 定义 知 ， 存 在 (m) 的 子 列 {9;} 及 za €Cu, 
使 zn; >z, 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 { zw CU, 由 (2.3)、(2.4) 
两 式 知 ， 对 每 一 个 n >n, 都 有 

Cs»; N Clan $ X M20, Cni N (Bn yx M) e d, 
(2.11) 

如 果 对 nno Cr NAU = $, 则 显然 Cn; QU fil Cu N 

COP x MON U) 都 是 Cn 的 非 空 开 子 集 , 并 且 Cu = (Cs; QU) 
U (Cn n CCR xM5ND)) ， 此 与 Cn; 的 连通 性 矛盾 。 故 对 每 个 


NiS Nos 
Cy, NAU =<, (2.12) 


取 ys; €Cui NOU, Wyn n>n ) 是 相对 紧 集 。 故 必 存 在 
y*E9U 及 (ys n>n) 的 某 一 子 列 ， 使 该 子 列 收敛 于 y*, H 
据 上 限 点 集 的 定义 可 知 ，y*ED. 因 此 y*EDN9U ,此 与 (2.10) 
式 矛 盾 。 这 一 矛盾 表明 (2.6) 式 与 (2.7) 式 中 至 少 有 一 式 成 立 ， 
引 理 2.4 证 完 。 

定理 2.3 的 证 明 XUt€(0,,80, 4 De =Dn (te) x 
MD, 仿 (2.12) 式 可 以 证 明 ， 对 任 给 n=1，2，…， 

C, Ce) x M) 4, 
取 y,€C. Go x M)。 由 条 件 ( 2 ) 知 {ys|n=1,2,…》 是 相对 
紧 集 ， 故 存在 y#*E{c} xM, ByE- TIKAT". REH 
上 限 点 集 的 定义 知 y*ED， 故 Dec) $. BRDO 是 闭 集 ， 
故 由 条 件 ( 2 ) 知 ，D(c) 是 R' x M 中 的 紧 集 , 任 取 (cyo)ED(c)， 
4 Ew) 是 万 中 含有 (cyo) 的 连通 分 支 ， 令 
Aw) inf(A| CA 40€ EQUO), 


AQ) —suptlAl (À, EE (0)), 


XC EDC), A(u)=a, AQ) —5, 则 定理 的 结论 显 
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然 成 立 . 因此 下 设 对 任 给 (cyo)ED(e)，4(o) =a Wiw) =b 不 


能 同时 成 立 ， 由 引 理 2.4 知 ，4(o) =a) =b 至 少 有 一 个 成 
立 ， 因 此 若 令 4= ((c,oy€D(c)|AG)=by, B={(c,v)ED(c) 
[ACo) a) , 则 必 有 
Añ B=%, AUB-D(o), (2,13) 
< 
A= (G,7)€A|A(0)721), 
A,=((c,o)C€CA|a,-, 2ÀA()a) (n=2,3,.), 


B 2 ((G,5)€B|AG) <P} 
B,—((6,v0)€B|B,., «A(Q)«B, (n=2,3,), 
则 显然 有 _ . 
A= UA, B= UB. (2,14) 
f£ (e,00€A, JHE' GO SERE QU N ((a,B1) x MD WE 
有 (c,v) 的 连通 分 支 。 利 用 与 引 理 2,4 证 明 中 关于 U 的 做 法 同 
样 的 方法 ， 可 以 做 出 (a,B1】 xM 中 的 有 界 开 SU GO ， 使 
E!(o)CU(u), 9UG)0 D=9, ŽE 
inf t4] (A) €U(v)) >a, (2.15) 
HPU (v) IU (o) 2y3J328U OE, px M 中 的 边界 和 闭 
&. 同样 ， 对 每 一 个 (c,o)EB， 可 以 做 出 [ci Dx M 中 的 有 界 
FÆV (u), EE” wcw), 90V (Co) D-4, 并且 
sup{4|(4, u) €V (v)} «b, (2,16) 
HP, E'GOJEQO D (C2, bD x MOI & f Cc, o) 的 连通 分 
X, OV (o) RR (Qo). AEV (o) 在 Cab) x MPERA 
&. 
显然 (cx M 中 的 开 集 族 
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QI GO CY x M)|(ce,o6)€.Ay U 
UG GO (c) x M|<(c,oy6B) 
构成 了 D) 的 一 个 开 覆 盖 〈 在 空间 {c} x M 中 考虑 ) 。 由 于 
D(c) 是 {c} x 好 中 的 紧 集 ， 故 必 存 在 Vist, Uns Unti stts Up 
(b>1)， 使 (c,v0€A4 C1 «ixm), (c,u)CB(m+1 <i< 
b), 3FH (cx M 中 的 有 限 开 集 族 
{UHIN ex MD] i=1, 2,**,my U 
(V(o) n ((cx M] i=m+1,**, pb) (2,17) 
也 覆盖 了 D(c). $ 


U,= Ù Uw), Vi= U Vp. 
i=1 mnl 


则 显然 U1 是 (a,B1] x MrBBJ 8 REJESR, 0U.0D—6, 3H. HI 
(2.15) 式 易 知 有 
inf(A| CA,u)CU , Ya, (2,18) 
其 中 3U ,和 分别 是 U E (a,b) x M 中 的 边界 和 闭 包 。 同 
B VÆ Ca1,6) x 以 中 的 有 界 开 集 ，9V 1 由 D=$ 并 且 
sup{A|(4, w EV 1} <b, (2.19) 
Xp oV. mV AEV Ela b) x 到 中 的 边界 和 闭 包 ， 
4 J-0U.UOV U Kex MONU: UV ,)), Wiss 
Jn D=9. (2.20) 
由 (2.20) 式 及 条 件 ( 1 ) 显 然 可 知 存在 n EK nn BC. J = 
多 。 由 (2.18)、(2.19) 式 知 存在 n”, EH n>n" ij, # 
a,«int(A A0 €U y, Bi supt (hm €V 1), 
(2.21) 
取 n*—max(n'/,n"), H(2,3),(2,40,(2.210 X5. HERIK 
1 之 1 时 C. 站 /=$ 及 C: 的 连通 性 ， 用 与 证 明 (2,.12〉 式 同样 的 
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方法 可 以 证 得 对 任 给 nant, 


CACK xM NU NF) ss. (2.22) 
因此 ， 由 上 限 点 集 的 定义 及 (2.22) 式 易 知 
D i (y=D(c)nU  ñnV Se (2,23) 


并 且 Di(c) 是 闭 集 。 由 条 件 ( IOA, D (c) E XE. 
任 给 (c,v)ED1(c), # (c,v)EA， 则 由 67V ,站 D=$ 知 ， 
必 有 
inf(A[ CA DEE w) <a, 
因此 (c,o) EA. ME, # (c,t)EB， 则 (c,v) € Bi. 所以， 
由 (2.13) 式 知 
D (e) X (A, UB )= 9. (2.24) 
HD. CORE EXCBBIDGO pA a; 分别 代替 上 文中 的 Bi 
fila , , 则 用 和 上 文 同样 的 方法 可 以 作出 非 空 紧 集 D,(c)cCD'(c) 
使 得 
D:N (A, UB,)=%. (2.25) 
同样 ， 对 每 一 个 x=3,4,…, 都 可 以 作出 非 空 紧 集 D.cc), 
使 D.) c D. (0), #E 
DOONCGAUB)=$ (n=3,4,…), (2.26) 


令 D*= n D.o), W RA D*xó, D*c<Dçc), H (2.24). 


《2.25)、(2.26) 式 知 ， 对 一 切 n， 有 
D*A (AU Bd =$. 
所 以 ， 由 (2.14) 式 知 
D*N (AUB) —4. 
IBH02.13) A0, D(c)= AU B, kk D* Dr(c)=%. 此 与 
D*x«6, D*c D(OZE IB. 3x —72 B BH , 必 存 在 (c,v)ED(c)， 
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使 4(u)=a 与 AQ) —b 同时 成 立 ， 由 此 可 知 定理 的 结论 成 
立 。 定 理 2.3 证 完 。 

下 面 给 出 关于 拓扑 度 计算 的 一 个 一 般 性 结论 . 

RE Rs Banach 空间 ，A;EB->E 全 连续 ，A0=0. 考察 
方程 

x= Ax, (2.27) 

显然 ，{(4,9)11ER!}) 是 方程 (2,27) 的 平凡 解 集 。 用工 表示 方 
程 (2.27) 的 非 平凡 解 集 在 R x Er Bb BJ, Bg 


L-((,:0|À€ RR, x€E,xx0, x—AAx). 
FARE 4 FE., i&ë— co <4*<21**<+co , d-(A*, 
A**), URAI x EF BJ 84 ER. 
U(D-Unc(A x E), 
WU DE x 中 的 有 界 开 集 , 设 4 是 A KREE, $ 
p(u—0)=lim ind(1—44,0), 
put 0 «Tim ind(7— AA,0). 
显然 ，?(4 一 0) 和 yp 上 的 都 是 有 意义 的 。 
定理 2.5 WA.E-——E 全 连续 ，40=0，4 存在 RU 是 
JJx 五 中 的 有 界 开 集 ， 
aU NL=$, (2.28) 
其 中 00 是 U 相 对 于 J XE 的 边界 。 则 下 列 结论 成 立 : 
GE (4*,0) €U, (O**,0) €U , WJ 
deg(I —4** A,U (4**) , 0) 5 deg(I C A*A,U (4) , 0) 
t2; 
Gi) (4*,0€U, (**,0€U, W 
deg(] — 4** A, U (A**),0) c 
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—deg(I —4* A,U(A*) ,00-- 27 — y(u4 —0) 
T yGa 0; 
Gi)? (*,0€U, Q**,0€U , WJ 
deg(I — A** A,U (4**),0) — deg(I — 4* A, U (4*) ,0) 
-2J—y(Qi— 0); 
Go 05,0€U, G**,0€U, W 
deg(I — 4** A,U (4**),0) - deg(] — A*A, U (4*),0) 
*2J + y+ 0); 
Kr. ui. Bx. BA. EA 的 满足 U DEUAS) 的 全 体 
奇 代 数 重 数 特 征 值 ， 并 且 
A*xiu, «ua, xe Lant, 


J= > y(u,—0), (2.29) 


证 IREO). Wu. s nu EAM Cu, 0€U 
Ç 1 <i<m) WEERA, FE 
A< u, < u, «m < u, LA, 
H Cu, DEU (1 =<i<m, FH) An, W 每 一 个 Li:， 都 存在 
ó> 0, f HE Cus, uti) 两 两 互 不 相交 ， 均 属于 -1， 
在 【太一 56， 合十 6] PREA 的 异 于 4 的 特征 值 , 并 且 《(4， 
0)4€Cu,—Ó;, u+ójJ)CU, H(2.28) 式 知 方程 (2.27) 在 
UNC ms, w+ó)x E) 上 没有 解 。 因 此 ， 由 广义 同 伦 
不 变性 〈 见 附录 定理 2.12)》 , A | 
deg(I— (Wi—6) A, UC n,—8) ,0) 
一 deg (I —( i+ 00.4, UCp;4-80,0).. (2,30) 


£ 4*=4N Ü Cuad, mt). BR 
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CA*x 00) 0 CU L) =g, 
Bib, di=d(4*x 10}, UD) 0, SUB dC, 表 点 集 间 
的 距离 ， 又 显然 


d,=d@U, UCm-À, uF52x (0070. 


取 r = mindi, da}, B,= (a€E|lxpan , U*= UN 


GHx BO, WU*E Jx E h ROS. 显然 方程 (2.27) 在 
OU*( (*x E) mfg GUBOU*U* EA x E 中 的 边界 》 。 
因此 ， 再 由 同 伦 不 变性 可 知 

deg(I— Cu+ó)A, U*( ,+ 6.), 0) 

=deg (I—(#ai 一 631 2)4,U* (444—040, 0) 
(Gi=i,),--,m—1), — (2.31) 
deg(T—A*A, U*(4*),0 ' 

-deg(— (u,—8,)A4, U*( u, —0,),0), 

(2.32) 
deg (I — Cu, ,).4,U* Cp, 4-0, ,0) 

—deg(J —4** A,U*(A**),0), (2,33) 
EKUBU*G)-U*(Q (tx 五)。 由 > 的 选取 知 ， 对 每 一 个 ?一 1， 
2,",m), # i 

(um +ó) x B,CU(Tu,+ ó), 
(u — ò} x B,CU(u,—6,). 
注意 到 deg(1 —(050204,B,,0 —y(p £O, d 
deg(/ — (p; * 80.A4,U Gu, + 80,0) 
—deg(I— (p £Ó) A,U* (9, ó),0 
4yCn £0), (2,34) 


H (2*,0) €U,G**,0€U Al 
deg(I — À*A,U (4*9) 00 —deg(1 —4* A,U*(49),0), 
(2,35) 
deg( J — À** A,U (4**5 ,0) - deg — 4** A, 
U*(4**),0), (2,36) 
由 (2.30) 一 (2.36) 式 ， 经 过 计算 可 知 
deg(I —4** A,U (4**5,0) 


—deg(1 — A*A,U(A19, 0 + Y (Os; -0 


—Cu;T0)3. (2.37) 
ERA SH EA 的 奇 代数 重 数 特征 值 时 , r( ji 十 0) = — Qus 
0), TA m: EA 的 偶 代数 重 数 特征 值 时 ,?( tO =p 
0) ， 由 (2,.37) 式 即 知 0) 的 结论 成 立 。 
结论 (ii)、(iii)、(iv) 可 伪证 之 。 证 完 。 
推论 2.6 t A.E—E 全 连续 ，40= 0，-4 FE. WUE 
(A*, +co)x ErRBJ S JF, oU n L= 4. 那么 
GE du*,0 €U , MJ 
deg( I —4*A,U (4*) ,0) & 0 (mod2); 
GDA (G*,0€U, WJ 
deg(I—A*A, U(A*),0) = 1 (mod2). 
证 J 4** 充 分 大 ， EU Nda x E)=ó, 则 (4#* 0) 
E 辽 由 定理 2.5 的 结论 (iD) 、(iii) 即 知 推论 2.6 成 立 。 证 完 。 
推论 2.7 WA.E—E 3X, A0=0, A; FE. WU 是 
(一口 ，4**] x 中 的 有 界 开 集 ，6U NL=$。 那么 
Da, 0 €U , yj 
deg(/ — 4** A,U (A**),0)= 0 (mod2); 
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Gi) (G**,0€U, WJ 
deg(/ — 4** A,U (4**), 0 = 1 (mod2), 
这 个 推论 的 证 明 与 推论 2.6 的 证 明 类 似 。 
附注 C.A.Stuart(1) 中 曾经 使 用 了 定理 2.3， 但 没有 明 
确 提 出 这 一 定理 ， 并 且 其 证 明 是 错误 的 。 和 孙 经 先 [6] 中 明确 提 
出 并 证 明了 定理 2.3。 定理 2.5 是 孙 经 先 [10]、[11] 提出 的 ， 其 
ity] E XT P.H, Rabinowitz(1), 


83 ” 非 线 性 积分 方程 特征 元 的 全 局 结构 


设 E 是 实 Banach ZA, A,E-—E Q, 440—0, A 在 
9 处 的 Fréchet 导 算 子 4; 存在 。 考 察 
x= A Ax. (3.1) 
用 工 表示 方程 (3.1) 的 非 平凡 解 集 在 R1 x EE 中 的 闭 包 ， 即 


L={(4,x)|AER!, xCE, x=0, x—-AÁdx), (3.2) 

定理 5.1 Bu EA 的 奇 〈 代 数 ) 重 数 特征 值 ，C 是 上 中 
含有 (po ,0) 的 连通 分 支 。 那么 或 者 | 

G) C 在 R!x 上 中 是 无 界 的 ， 或 者 

Gi) FEA 的 偶数 个 奇 重 数 特征 值 上 CO Rim z, € 
EK, n HERO ， 使 (MDEC (0<i=<mn, 

证 设 (i) 不 出 现 , 即 C 在 尺 :x 互 中 是 有 界 的 . 设 扩 (0 < 
imm EA 的 奇 重 特征 值 ， 满 足 (2,0 €C. WRS 2.4 证 
明 中 关于 U 的 做 法 ， 可 以 做 出 R! x 五 中 的 有 界 开 集 U, WE 

CcU, əU n L=¿, (3.3) 
并 且 若 4 是 4 的 奇 重 特征 值 ，(A,b)EC， 则 有 (wb)E U LB 
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UR! x 殖 中 的 有 界 开 集 ， 故 存在 4*ER:，jhz*ER:， 使 厅 c 
A*, xE, BRUO SUD GAS x Ej=4,U(A**)= 
UN daat xE =g. 根据 定理 2.5 结 论 (i) ,并 注意 到 deg(7 一 
A** A, U(A**),0)= 0, deg(1—A*AU(A*),0) = 0, nA 
12-0. | 


Y v»(G;—0 20, (3.4) 
i= Ü 


因为 诸 m: (0<i<n) 都 满足 |y(p; 一 0)|= 1, B nb 
数 。 这 表明 存在 As 的 偶数 个 奇 重 特 征 值 u, COE Rmus 
DEC., 证 完 。 . 

33.2 由 定理 3.1 的 证 明 可 知 ， 在 定理 条 件 下 ， 若 C 有 界 ， 

(ul 0 <i<n} JA 的 所 有 满足 (4;, OEC 的 奇 重 特征 值 ， 则 
必 有 (3.。4) 式 成 立 。 

下 面 考虑 一 重 特征 值 的 情况 。 设 4 是 A, 的 一 重 特征 f. 
TEXX REL T, XEXEVCEN(), JEEN (0 ,使 v = uv, 
f-uCAD* f Gt CAD*SER A HRAT), 38 Bv =1, 
f(v)=1。 取 定 某 0 <a< 1, 4 

P,=((,x)C€R1x E||f(x)|>alxl), (3.5) 

Pi={(4,x)EP,.|f(x)>0}, Pr=PM\P. (3.6) 

FB. SR! x 中 以 (4,9) 为 球 心 ，r 为 半径 的 闭 球 .可 以 证 
Bj ( 兄 P .日 .Rabinowitz (12), ## r> 0, fü 


(EN C, OD A B.C P,, (3.7) 
并 且 著 30€ UN G000 B, 则 有 | 
xv w, (3,8) 


其 中 lB61>allxl, f(w)=0, làÀ—-s|-0€C12, w=o (8 
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(p> 0 Bb. 

HERO <er, $ Di. Æ} ULAB. NAPI) 中 
含有 (4,0) BETHE, Dz. E((u,0)yU (LN B.N Pz) 中 会 
有 Cu,0) 的 连通 分 支 ， 设 C, 是 虐 中 含有 (4,0) 的 连通 分 支 ， 
C} ECD, 中 含有 (4,0) 的 连通 分 支 ， Ci ,是 CAD: , 中 
含有 (41,0) 的 连通 分 支 ， 令 


Ci= U Ck.» C;= U Cra. (3.9) 
则 容易 证 明 C: 和 C. REER, (ECIN Cç, 
C,=C*UC;, | (3,10) 
并 且 C+ 和 C7 均 与 a 的 选取 无 关 。 | 
定理 3.35 设 4 是 4; 的 一 重 特征 值 ，C+ 和 Cr 如 (3.9) 式 所 
定义 。 则 或 者 


G) CIMC RETRE; RE 
Gi) C? Cz3e(,0). 
这 一 定理 的 证 明 见 E, N. Dancer( 32. 
注 5.4 ”定理 3,3 的 几何 意义 在 于 ， 如 果 4 JE A; 的 一 重 特 征 
B, C, 是 了 通过 (4,0) 的 连通 分 支 ， 则 或 者 C, 可 以 分 为 两 部 
4, CHR C,, mi CEA Cz 均 通过 (4,9) ， 并 且 均 无 界 连 通 ; 或 
者 C, 有 一 个 “ 环 状 结构 ”。 
下 面 利用 定理 3.1 和 定理 3.3， 研 究 含 振 葛 核 的 Hammers- 
tein 型 积分 方程 特征 元 的 全 局 结构 . 
设 [a,6) C R', g(x) 是 [a,b) 上 的 连续 函数 ，x。E(a,b) 
是 p(x) 的 孤立 零点 ， 若 在 x。 两 侧 ，9(x) 取 值 符号 相反 , 则 称 
Xo 是 p(x) 的 结 点 。 < 
N,—(e(o€Cta,6) eio fg Ca, b) HRA i14 31r. 
"RAO HAE AGREE p(x) 的 结 点 }， (3.11) 
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N?-(eGoEN|limsigng() 213, NT- NAN. 
(3,12) 
Bb h(x y). Ca, b) x Ca,b)>R! 是 连续 的 .如 果 对 Ca, b) E 
任何 正 连续 函数 g(y)， 线 性 积分 方程 
pan =a k Pd y (3.13) 


都 具有 递增 的 单 重 正 特征 值 序列 ，0 ci cunc <, <=, 
lim u,= + co ,并 且 对 应 于 u, BEROEN, WR, y) 
称 为 是 振 萝 核 ， 

考察 非 线性 Hammerstein 型 积分 方程 


ó 
v(x)=4| kx, y)FCy,oCyDDo(ydy 


=1A9(x). (3.14) 
假设 
1° k(x,y) 是 连续 的 振 范 核 ， 
2? F(x,u), (a,D)x R'—R'JÉEBRIXESEPSBT. 
显然 ， 由 (3.14) 式 定义 的 算 子 4 R Cla, bJA Cla, b) XE BE, 
A 在 4 处 Fréchet W, EA 可 以 表 为 
Aie oo |’ kx 3) F Cy 0e Gnd y. (3.15) 


WFLA, A 具有 递增 的 单 重 正 特 征 值 序列 O u <H 
«cue, limu,=+co, B E=C(a,b), 对 每 一 个 u., 
取 WEN+, di emus. 设 CH 和 Cz. 由 (3.9) REX, i 
Ci=Ct s C=C. 

定理 3.5 设 假 设 1" 和 2 成 立 。 则 对 每 一 个 % CiM CE 
R'xC(a,b) 中 都 是 无 界 的 。 

证 4 C, 是 7 通过 (4.,0) 的 连通 分 支 。 令 
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D-—((,90)€C,| (4,9) €(Q! xNQUIIA0)..— (3.16) 
HPN, 由 (3.11) 式 定义 .下 面 先 证 明 刀 是 Ca 中 的 闭 集 , 设 (4,， 
PED, (4,,9,)9- (4,9). WA C. 是 闭 集 ， 故 (4,9)EC,。 由 
9,7-9 8l, h(z,y)F(y,ə,Cy))f£E(a,b) x Ca, 的 上 一 致 收敛 于 
k(x,y)FCy,oCy)). HSS8—3€9| 883.1940, E R RREN 
有 界 闭 集 上 ， 一 致 地 有 

lim D, (A — DO) (3.17) 
其 中 D,(4) 和 DC4) 分 别 是 k, FOP) E RGG y) 
F(y,0(y))8J Fredholm FIA. 由 于 h(x,y)F(y, 9,Cy» 
Tl ROS, y)FG, p(y)) 的 一 切 特征 值 都 是 单 重 的 《根据 假设 1° 
T2», M D,(4) MDA) 的 一 切 零点 都 是 单 重 的 。 因 此 ， 由 
(3,17) ARA, RO EY Pa YRR n 个 特征 值 必然 收 
BJ k, DFY, PDR n REE. EER 4。 是 k(x， 
YP(y,9n(y)) 对 应 于 特征 函数 p,(x) 的 特征 值 ， (x)EN,， 
故 由 假设 1 MAN, And k EY Pa INRE 个 特征 
值 ， 故 4 也 是 h(x,y)F(y,p(y)) 的 第 # 个 特征 值 ， 而 相应 
的 特征 函数 p(y)EN,。 所 以 (14,98)ED， 芭 DD 是 C, 中 的 闭 集 ， 

用 和 上 面 同 样 的 证 明 思想 ， 也 可 以 证 明 DD 还 是 C, 中 的 开 
f. 由 于 C, 是 连通 的 ， 故 必 有 喇 =C,。 因 此 ， 


C, (R1xN,)U((u,,0)) (3.18) 
下 面 考察 C+ 和 Cr 。 显 然 C,=CrUCr， 下 证 下 列 两 式 必 

有 一 个 成 立 : 
C ER! x Nr)U (p40)}, (3.19) 
CICR! xN7i)U (Cm,0)}., (3.20) 


事实 上 ， 如 果 (3.19) (3.20) 两 式 均 不 成 立 ， 则 由 (3.18) 
AR C+ 的 定义 和 连通 性 知 ， 必 存在 (4,9) 志 (4.,0)， 使 
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(4,9)ECHN CR! x NDNA RANG). (3.21) 
由 (3,18)、(3,.21) 两 式 ， 并 注意 到 和 N+ NAN =ó, 知 必 然 有 (4， 
P) 一 (Uns0)。 产 生 了 矛盾。 故 (3.19)、(3.20) 两 式 之 一 成 立 。 
设 (3.20) 式 成 立 ， 则 当 (4,o)EC+，(4,2) 充 分 接近 (us 
0) 时 ， 有 参见 (3.8) 式 ) 

9-— y,-Fw, (3,22) 
XB p= > 0(f 是 (4s)* 的 对 应 于 4, 且 满 足 fO. = 188 
特征 元 ) ,ww 满足 fw) 二 0，w= 0(161) (8> 0 时 ) ,由 于 
PENT, id G.22518 


yer m EN. 


4 Bp->0， 并 注意 到 w= 0 CIE D (08D , WEN. 
但 由 NN SHE X. NIQ Nr =ó. EEI VENT. W 
生 了 矛盾 。 所 以 必 有 (3.19) 式 成 立 。 

局 理 可 以 证 得 

CrCCRIxNz)U{(C 0))。 (3.23) 
H 〈3.19)、(3.23) 两 式 ， 并 注意 到 NyrnNz= 加 故 必 有 Crn 
C;r=(u,, 0. 根据 定理 3.3 可 知 ， C+ 和 C7 都 是 无 界 的 .证 完 。 
注 3.6 ”由 定理 3.5 的 证 明 过 程 可 知 下 列 结论 成 立 ， 
G) 对 每 一 个 n， 都 有 


CE (R! XN)U ((u.,0))., (3,24) 
由 于 当 nam, N. N,=4, i 
CC 一 办 (n> m) (3,25) 
(ii) 对 每 一 个 m% 都 有 
Cr+rC(RIxN+)U{(Cyb))， (3,26) 
C; cqQ x NDUGGS S8). (3,27) 
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EEIN NN =, # CIO Cr= ((u.0), HH CI 和 
C7 分 别 是 (R! x NTDDU (Cn ,00) # (CR! x N;)U ((u.,0)) 中 
的 无 界 连通 分 支 。 

下 面 重新 考察 方程 (3.1) 

定义 5.7 WW 是 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 ， 并 满足 下 列 
两 性 质 之 一 : 

G) Æ A,24,2> 0, W A, DAW, 

Gi) 车 14>0， 则 4 太守 1: 太 3 
那么 称 矿 是 单调 的 共有 北星 形 性 质 的 收缩 核 . 

定理 3.8 RREME ORFE, FRH HREN E 
单调 的 具有 北星 形 性 质 的 收缩 核 。 则 

(i)0 是 4 的 唯一 浙 近 此 点 ， 

GDF E LA TREBA CcOo, +o) x FE, (48 
对 任 给 4> 0, C* Y (A) x E) «dy 

GiDfETELB GER AX C^ c (—99,0) xE, 
ER 4 0, CT CO x E) «dj 

(iv) lim jx1= +o, 

a, a ectuc- 

证 下 面 仅 就 矿 满 足 定义 3.7 性 质 (i) 的 情况 证 明 ， 另 一 种 
情况 可 以 仿 证 。 先 证 对 任 给 0 A A oo, LÆ A0 x 
E ER. 事实 上 ， 由 第 五 章 (6.1) GRAN, HERD 0 ， 使 当 
x€A,W , Exp > RB, # Ma Ax|2>.x], R R> max(B, 
R*}， 设 存在 AClhi Al a CE, E (4,x;) EL, Ix |> R, 
由 于 AABEOXEE | Ix I2 R*) AAW, #kx€AWÀA¿,W , 因此 ， 
IAAx o Aix] Dl, PEF. WK L # Uis A) xE 
上 有 界 . HFA: E>E &XéEE, We LOAA R, ER 
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ta) 98 (02, WB 
Q «ace ca cap cB egi cO cB. 
(3.28 
lim a,—20, lim B,—--co, (3,29) 
JEHAM UL) SERIE A; 的 特征 值 。 下 面 证 明 ， 对 每 一 个 *， 都 存 
在 L 的 连通 分 支 C。。 满足 
CN a} ESA, CN (B, x E) =<, (3,30) 
itn WE. BUD — A (p.,x) €LO (B. xE)， 
LN Cas 8 Xx) 的 通过 (PB,,%) 的 连通 分 支 C: 都 有 CM ( ta.) x 
五 )=$。 则 仿 引 理 2.4 证 明 中 上 的 做 法 ， 可 以 做 出 Cans BOX E 
中 的 有 界 开 集 U.， 满 足 C,CU,,，(pB.,0) €U,, U.N (aJ x 
E)=%, HOU.NL=¢. 显然 dE(GOx Em - 
{UN GÀ.) x E)ICB.,xYELN CGU x E») 
HRT Ln (GB) x EJ —T 32:8. BETLA GE x EXER 
E, MAE (UN (UG x E» IO DELAK x 世 )} 中 的 有 
限 个 开 集 {Ux 人 1 CU x E) BaD ELN GB x E, 1i) 
也 覆盖 了 Zn (1OJ xE). 4U-U Ux, WM LNAI x E) 


cU, (&,, 0 EU, ƏU n L=¿4. 根据 推论 2,7， 
deg(1 —8,4, UN UPa x E),000(mod2), (3,30 
HFE 不 是 .4 的 特征 值 ， 故 


-Jind —8,4,0|]— 1. (3.32) 
由 第 五 章 定理 6.6 的 证 明 可 知 
ind(T 一 6p,.4，co)= 0. (3.33) 


fB5— J HLN KA xE)CU 及 (3.31)、(3.32) 两 式 知 ,有 
ind(I ~—p,4A,c0)=1 (mod2), 
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此 与 (3.33) 式 矛盾 。 因此， 必 存 在 某 (B,,x)ELN (C, x E), 
使 LN Cas BO xE) 的 通过 (8.，x) 的 连通 分 ox CL UE 
CN Ca) x Ey x6, SCEL 中 含有 C, 的 连通 分 支 ， 则 对 该 
C, 来 说 ，(3.30) 式 成 立 . | 

根据 定理 2.3 ， 在 iimC, 中 必 存 在 连通 分 支 C*， 满 足 对 任 
A0, dH C*DOCULX E) «d, 注意 到 limC,cCL, 故 C*cCL， 
+ Ct 是 了 中 含有 Ce* 的 连通 分 支 ， 则 C+ 满 足 ， 任 给 1> 0， 
C+N (4A) x E)&d. Br PLO (0) x E =é, C*CC, 0x 
E, 结论 (ii) 获 证 。 结论 GD 可 仿 证 。 由 第 五 章 定理 6.6 结 论 
Gi) 的 证 明知 ， 结 论 (iv) 成 立 。 于 是 0 ARARA. H 
于 对 任 给 0 accro, LO(a,)x EYES, WEA AD 
0 ， 都 不 是 4 的 浙 近 歧 点 。 同 理 ， 任 给 4<0 也 不 是 4 的 歧 点 ， 
结论 (i) 获 证 ,证 完 。 

推论 3.9 ” 设 第 五 章 推论 6.8 的 条 件 满足 ， 并 设 其 中 的 丈 是 
单调 的 具有 逆 星 形 性 质 的 收缩 核 ， 则 

G) 0 是 4 的 唯一 非 负 渐 近 歧 点 ， 

(让) 在 在 的 无 界 连通 分 支 Ct+C(0, 十 吕 )x， 使 对 任 给 
A>0, CAUA x E)&d, | 

(iii》 lim lxl=+o0, 

at eet 

下 面 利用 定理 3.8 和 推论 3 .9 考察 非 线 性 Hammerstein 型 

积分 方程 


eG | xy)JCyve(2))dy 一 Mo()。 (3.34) 
定理 5.10 设 第 五 章 定理 6.12 的 条 件 成 立 。 用 工 表示 方程 


《3,34) 的 非 平 几 解 集 在 R! ICG 中 的 闭 包 。 则 
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(i)0 是 4 的 瞧 一 渐 近 歧 点 ; 

(这 ) 存 在 L 的 无 界 连通 分 支 C+C(0 ,十 co) xC(G)， 使 对 
任 给 4> 0，C+N (hxC(G) eó; 

(iii) 存 在 工 的 无 界 连通 分 支 C-C( 一 co，0)xC(G)， 使 
对 任 给 1< 0 ，C-n CA Xx CCGD & y 


Gv) lim 12|= 十 co 。 
-0 + 一 
(4,9) EC UC. 


证 出 第 五 章 定 理 6.12 的 证 明 及 定理 3.8 知 ， 只 需 证 明 由 
TX f 
: w-cc f hx) (eap. dadoo, ] 


XLI. HW <lh, CH 1,W CAM SE E, 
对 固定 的 1 0, # 


ar - e| f. hGO COGO HP GODd Blot e] 
l 1 


对 任 给 0 «A x4, 34 OCAWIM, d Ext 
| ANPHA G0) dx | h GO Co Cx) 
GI Gi 


sign1。 | AUD CPG + Apa (x))dx 
1 
zóle--Ag.lt. 


+ ho(x)Idx+ (4-4) f. h(x)po(x)dx 
I 


zéle-44;9,| +A —4:2ólo.l| 
zóle- AP. ls 
即 EAW. Bii 4,W CAW EZ, 
定理 3.11 É (1)k(x,y) 在 CxG 上 连续 (不 要 求 非 
f) ， 并 且 存在 闭 集 C,CC，6> 0， 使 得 
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f. kx,y)dx» 0 — (Vy€G,), (3.35) 
1 


f. h(x,y)dxzólk(G,3)] (Vr,y€G) (3.30 
1 
(2)/(x,u) 下 方 有 界 ， 并 且 对 x€G,—80 3r 


lim f(x) 一 二 co) (3,37) 
me 十 oo u 
(3 )j. G,0 存在 连续 。 
则 下 列 结 论 成 立 : 


G) 0 是 4 的 唯一 非 负 渐 近 歧 点 ; 
(ii 存在 工 的 无 界 连 通 分 支 C+C(0 ,十 co)xC(G)， 使 对 
任 给 4> 0, #Ctn((A)x CCG x, 
Gii) lim [g] — 4 oo, 
n f 
uE JHH RE. 0RN, Hp 
1, M x€G, i}, 


0 ， 当 xECGNG Bf, 
则 仿 第 五 章 定 理 6.12 的 证 明 ， 可 知 对 每 一 个 固定 的 4 之 0 ,有 
lim l Ap] 
veiw — [e] 


lige +e 


仿 定理 3.10 的 证 明 《〈 并 利用 推论 3.9) ， 即 知 本 定理 的 结论 成 
立 , 证 完 。 
考察 含 振 葛 核 的 Hammerstein 型 非 线 人 性 积分 方程 3.14。 
设 lw，Cr*，Cr，Nr，Nir 的 意义 如 定理 3.5 前 面 的 叙述 所 说 。 
定理 3,12 设 ，(1D)RCx,y):， (a,b)x (a,b)—R1 dF fo 
续 的 振荡 核 ， 并 存在 G,CG，mesG, 关 0，6> 0， 使 得 
k(x,y)>6k(T,y), VXx€G,,y,r€G, (3.38) 
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h(x)= 


=+co, 


k(x,y)2:ók(x,z), V yC€(,,x,rCG, (3.39) 

(2) F(x,u), (a,b)x R! —RJÀiE xe Se iR Hos 

(3) F(x,u)u 下 方 有 界 ， 并 且 对 x€G,, —308 

lim F(x,u)u= + eo; (3.40) 
则 下 列 结论 成 立 ， 

Ci Xen, 24 Au, B}, Cr N CV) x Cla, bI) 
X; 

Gg n2 2, 4 Au, B, CF NUA x Cla, b) N 
D=, 

证 anA, >n 给 定 。 根据 第 五 章 引 理 6.13， 存 在 
R=R(04)>0,48483 C, 0) 为 方程 3.14 的 解 ，0 <4< 4， 
llelzR, Eb ecP- (o€CCa,b3loG0z 0) . Blk, E 
N: 和 Nz 的 定义 及 (3.26) . (3.27) Wi A 

C} N ((0,4)x (e€CtCa,b2|lol 9 R3) =¢ 

(22), | (3.41) 
C: 000,43 x (e€CCa,b)1 |lell =R) —ó 

(21, (3.42) 

又 显然 当 4= 0 时 方程 《3.14) REFR, HOTE AR 
Hu, BO 

Czf (0) x CCa, bd —6, C; (0x CCa, 5) —6, 

(3.43) 
H(3.41), (3.42), (3,4) X C+ 和 C7 的 无 界 连通 性 ， 即 知 定 
理 的 结论 成 立 ， 证 完 

推论 3.13 在 定理 3,12 的 条 件 下 ， 对 每 一 个 #, 当 AP BIN, 
方程 《3,14》 至 少 有 2n 一 1 个 非 平凡 解 。 

定理 3.14 在 定理 3.12 的 条 件 下 ， 车 把 3.40》 式 加 强 为 
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lim F(x,u)=+co (XTx€G,—8S0, (3,44) 


f. kc )dx» 0, Vy€G.. (3.45) 
0 


则 定理 3,12 的 结论 (i), (ii) 成 立 ， 且 有 

(iii) 对 任 给 0 二 4<p1， 方 程 (3.14) 至 少 有 一 个 正解 
ENTI. 

证 若 Ci 满 足 

Cina x C(G))*d (0 <4<u), (3.46) 

iE SI CIO (CO, u)x(00-9, CiC(6CC(G)|o(x)2>0),, 
即 知 结论 (iii) 成 立 ， 下 设 Ci 不 满足 (3.46) 式 ， 

由 (3.38) 式 知 


| k(x, y)dx > | ók(v ,y)dxzómes G@,R(z,y), 
Go Go- 


故 知 定理 3.11 的 全 部 条 件 满足 ， 根 据 定理 3.11， 工 存在 无 界 连 
通 分 支 C*tc (0,+co)x C(G), ## 


C*( CA x C(G)) ES (V4 0), (3.47) 
3t B. 
lim [gl] = +o, (3.48) 
ee 


H (3.48) 式 及 第 五 章 引 理 6.13 知 ， 当 4 是 充分 小 的 正 数 时 ， 
X (,90€C*, WD p (x)2> 0. H h(x,y) 的 振荡 性 知 
g CN:. (3,49) 
H (3.10) AE Ci 不 满足 (3.46) 式 ， 并 注意 到 C* 1E E (3.47) 
式 ， 即 可 知 C*xCiUCi-C;. M C*nC,-—ó. 由 (3,49) 式 ， 
并 仿 (3.18》 式 的 证 明知 (注意 (p11,0)EC*) 
C*cC(0,--29)x Ni. (3,50) 
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下 证 
Cr 一 (0, 十 co)x Nt. (3.51) 
EPER, WC*OCO, 3o x ND) MENCO, +ceo)x 
Ni) 都 非 空 。 由 C* 的 连通 性 知 ， (C*O (0, 409) x N1)) 
n CC* n (C0, o) x NT))3E2zC@MIC*n (C0 ,+co) x Ni) 
fIC*n (0, ex N1) J& CAREL, B. C* 为 该 
两 个 闭 集 之 并 ， 与 C* 的 连通 性 矛盾 )。 注 意 到 NIiN Ni- (0, 
a C* (C0, o9) ER, 1065(.,50 AFA., XF 
盾 表 明 〈3.51》 式 成 立 〈 注 意 (3.49) 式 ) 。 因 此 ， 对 任 给 4> 
0， 方 程 (3.14) 都 有 正解 p €N, EZ. 
最 后 ， 我 们 给 出 著名 的 Birkhoff 一 Kellogg 定理 的 全 局 推 
V. 它们 的 基本 证 明 思 想 与 定理 3.8 类 似 , 
定理 5.15 REELS A Banach 空 间 , 4, EERE, 
A0-—0, Aj, 存在 。 设 存在 正中 的 有 界 开 集 @，p6c2， 使 
inf |4xl> 0, (3.52) 
NL (HG. 2) 式 定义 ) 必 有 无 界 连通 分 支 CC(0 ,+co)x E, 
并 存在 4> 0 ， 使 得 
( i)CN (C4,+co)xQ) 有 无 界 连 通 分 支 3 
Gi) CAKO , o9) x EXC, 4-00) x Q)) 有 无 界 连通 
分 支 ， 
GiD Cf (A, +) x 9Q) 2d, 
定理 5.16 设 忆 是 无 穷 维 Banach Zr fü, A, E— E $ Æ 
续 。 设 存在 E 中 的 有 界 开 集 Q@，06€EQ， 使 (3.52) 式 成 立 。 则 
工 必 有 无 界 连通 分 支 C， 并 存在 4> 0 ， 使 得 
(Ci)Cn(G(0,+eo)x EXX(A,+coyx Q)) 有 无 界 连通 
分 支 3 
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GDC(O (2,409) x 00) 24, Cn ((0 30) EE, 
x3) — 6; 
并 且 下 列 两 种 情况 之 一 出 现 ， 

Gii)C Y (A, +o) x 人 @) 有 无 界 连通 分 支 ， 

(iv CN{(4,0)14> 0 , 0440) 3d, 

HE XTGEAERARTOEAE(G HL MUN A AER, S uP. 
H.Rabinowitz[1] 开 始 研究 。 定 理 3.1 和 定理 3.3 属 于 了 . H. 
Rabinowitz( 1 J@E,N.Dancer(3), 3 83,5 P.H, Rabi- 
nowitzC1)uE 9] W. 3E 283,8;: 883,10, 9E 283.11 E T AE (11) 
(10) 证 明 的 ,定理 3,.12 和 定理 3,14 的 证 明 思 想 已 在 和 孙 经 先 [11)、 
[8] 中 提出 。 定 理 3.15 和 定理 3.16 见 郭 大 钧 、 WAAL ), Ë 
及 和 孙 经 先 [ 5 ]。 
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第 七 章 ” 非 线性 积分 方程 的 多 
重 解 一 一 变 分 方法 


$1 Mountain Pass 引 理 的 应 用 


本 节 利 用 Mountain Pass 引 理 〈 见 附录 定理 3.8) W R 
Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 


eG | kf Py) dy = 4o a.p 


非 零 解 的 存在 性 ， 这 里 ，G 是 R 中 的 可 测 集 ，mes G< oo, 
设 
1”k(x,y) 是 正定 对 称 核 ， 由 k(x，») 确定 的 线性 积分 算 
FKR L.A L, 全 连续 (p> 2, p''+q''= 1)， 并 且 帮 的 谱 
kr K) 0; 
2° 存 在 a> 0 和 65> 0， 使 对 任 给 xEG, uCR!, 
|f Cx i) ac blul7! ; (1.2) 


3° 存 在 0 <r< 志 及 M>0， 使 对 任 给 x€G, |u|z> M, 


Faye | fosndesmf Gus (1.3) 


4" 存 在 6204020, WEIHE R x€G, 0«lul <ó, 
有 ` 
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Jem SA, css, (1.4) 


Hp, 2 是 有 的 最 小 特征 值 
SHE e*> 0 及 尺 > 0， 使 得 对 任 给 x€G,. lul >R, # 
fx, 


JG L4 pgs, (1.5) 


定理 1.1 设 二 一 于 满足 ， 则 方程 (1.1)》 # L, 中 至 少 有 一 
个 非 平凡 解 。 

证 令 且 是 KK 的 正平 方 根 。 由 1° 知 且 映 上 ,入 L, 全 连续 ， 
万 * 贞 L,AL,4Xé8k. H2 m fo f(x, e(x)) BR L, AL, Æ 
续 、 有 界 。 定 义 


Vops Lil | dx W. (1.6) 

G 0 

则 由 第 三 章 引 理 2.1 及 引 理 2.3 知 ， 映 上 ,入 R' GER. 
W'(y)-9—H*fHy, ` (1.7) 


下 证 V» 满足 Mountain Pass B| 理 的 条 件 。 取 e= 
min{é, ,80}。 由 4 知 ， 对 任 给 x€G, |u| < 之 6, 有 


Fila, eu’, (1.8) 
H2° 知 ， 对 任 给 xEC， uCR!, # 
FGru)salu| lul", (1.9) 


由 (1.8)、(1.9) 两 式 知 ， 存 在 bi > 0， 使 对 任 给 x€G,ucR!, 
有 
FG i) 1, — eu! +b lul’, (1.10) 


因此 ， 对 v€L., "8 
了 59 


1 2 
[Foto dx 1a, ce | CHp dx 
+b, | LEWCxy |*dx 
= Aie) (Ky, p +b Hyl? 
«La, ed HK Iyl? +b Hg 


=l: +o LTEM, (1.11) 
其 中 1 开 1 表 示 开 作为 映 工 ;入 工 :的 线性 算 子 时 的 范 数 ,| 表示 
HOUR L, AL, 的 线性 算 子 时 的 算 子 范 数 。 由 (1.6)、(1.11) 
两 式 知 ， 对 任 给 CH, d 
Vo y -Iyl =b, IH, 
inf Vo 0, . (1.12) 
其 中 B, - EL. lel en. 
4 轴 是 天 对 应 于 4; 的 就 范 特 征 函数 ， 考察 
DH) zV y) (1.13) 


4 u= -和 ,注意 到 Ho = K: yin h =u, 故 


L4. T 
DD= yl | Posada 


= 一 | Fostibodx (1,14) 
取 0t; xt xm I|, t,—+ co e 
D,= ix€G|tu|y; G0] z R), 
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D;U-(xCG|tup; (x) >R}, 
D: ={xEG tup i Gs —R), 

MJ D,= DP UD, DONDY =, H5° 5 
fO, >A, +e)u, VxEG, u-R 
f(z,u)< (Ah te), vx€G, ux—R 

于 是 ， 


R 
J Feet dem | oda (|. 


taba Cx) 


+ feae) 


Ti 2162) 
+ | ax ( (f EN Ut f(x ,v)dv) 


tui (x) 
thant | f(x,o)du 


By (x) 
> f dx | (Ai +E, udu 
R 


R 
- | nax | lf (x,v)|dv 


-R 

- | ax f (Ài +E udu 
tau Cx) 
0 


-| ida | ,coolm 
R 


"Joa. dx | |f (x,v) |dv 


L4 
aTe P at u (1003! — R: )dx 
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-f af |f Gx,v) | do 


pute AnD cs 


0 


-| M |f Gx,v) dv 
R 
dx | | fx ,v) |dv 
-R - 


p Q2 u'Có G2! R dx 


-Te |f x ,v)|1dv 


— J GS GOD da M, (1.15) 


其 中 
M, [475 p ez 2 JnesG. 
2 bP 
$ D-í(x€G|yi; o O y, HI 


n (9; GO2'dx -[. (9, GOD! dx» |y, ll — 1. 


WË, D iC D,<...— D,.c... ; Ú D,=D,lim mes D,=mesD. 
r=] N= co 
所 以 存在 N。 > 0， 使 对 任 给 n>>N,， 有 


2 idx— 298 
NOD ES NONO, dx 2(À Fe) 


= 1 -E 
1 2(4 te) ° (1.16) 
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由 (1.14) (1.15) (1.16) 三 式 知 


ou) d stihi dx 


PE (4, Te n Gh GOD de M, 


因此 ， 必 存 在 LIES fiii |inoy ; || — fno r, 


V (tsi; ) Dn 0, (1.17) 
又 显然 罗 (0)= 0 ， 故 由 (1.12)、(1。17) 式 可 得 
inf V(y)max(VU(0, Vt). (1.18) 


下 面 验证 多 满足 已 .S AP. BHO CL EAP) IS 
B (n=1,2,--), 3EB V" (5-90, $ 
G= {x€G ||Hh(x)|> My, 


则 由 2。.3。 及 (1.9) 式 可 得 
B» d lade- f. F(x,Hh(x)) dx 


>i jali- f FosHho»ds- M. 
Gr 
iW =r | fe HRo»oHkoOda- M, 


ues], fG,HhG) HhGodx 


—M;, (1.19) 
Jtr, M ,和 Ah ,是 与 4 无 关 的 常数 。 由 (1.7) 式 知 
QU (h), h)=(h—H*ftfHh,, h) 
= [A — AH hn, Hh) 
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= |. fG,HhGO)HROOdx, (1.20) 
故 利用 (1.19)、(1.20) 两 式 可 得 
Be (rh P 0) 8) — M, 


> (4 =r) p cha lhl- Ms, 


(n—1,2,*), (1.21) 
3X8 (5,]n— 1,2, 是 上 ,中 的 有 界 集 。 因 为 上 ,是 Hilbert 空 
间 ， 故 必 有 (6h.} 的 菜子 列 Us? BKAT h CEL. BUSH. 
L,—L, 是 全 连续 的 ， 故 
lim lE As; -Hh |=0. 
因为 f， 忆 -> 疡 是 连续 的 ， 故 由 (1。20) 式 可 得 
lim An |*= CHR, Hh). (1.22) 
另 一 方面 ， 
QU'(hy ), ho)= (hs - H*£F hn, ha) 
= (hn, ho)—(fHhr, Hh) 
no, FERD V’ Can ) 一 46， 可 得 
Ikoll m (HRS, Hh). (1.23) 
H C1.22).(1.23) WRH lim As; |= ls |l. 
lim|As; —h, li? = lim ( ón; |? —2n; sho el 2 
=|h, |? —211h. 站 十 人 = 0 。 
即 As-h.. HEIHE P. S 条 件 。 根 据 Mountain Pass 5| 
理 ，《〈 见 附录 定理 3.8) 存在 *CL., *a0, 使 
y*— H*fFHy*., (1,24) 
H4° X Caratheodory 条 件 可 知 ， 对 几乎 一 切 x€G, Æ f(x, 
0020, ik f0=0, #5 H4*—0, Wiii(1.270 5C np v*—0, 产生 
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ZB. 故 HU*0. 在 (1.24) RAREN H, Bl bH Hy*— 
HH*fHy*, Wit, #9 o*—Hy*, W| o*x0, 3t Bo*= 
HH*fo*-Kfo*— Ag*, S gx* 是 方程 (1 .1〉 的 非 平凡 解 。 证 
5. . 

推论 1.2 设 h(x,y) 宇 0 。 设 假设 1"~4° 满 足 ， 又 设 存在 
e> 0 及 R>O0, EHER xEG, u>R, 


La 2 AD. (G2 


则 方程 (1.1) 至 少 有 一 个 非 平凡 解 。 

证 因为 Ax,y) 兰 0， 故 根据 第 五 章 定理 2.5， 并 注意 到 
A 2r (KO, W MDD fE 0 (z2)2 0, |o= 1, Bi 
1Ky1, 取 该 定义 (1,13) 式 , 则 显然 定理 1.1 证 明 中 的 DO? = 
ó. 检查 (1,15) 式 的 证 明 ， 可 知 在 这 种 情况 下 ， 只 要 (1.25) X 
成 立 ， 就 可 以 保证 (1.15) 式 成 立 。 因 此 ， 由 定理 2.1 的 证 明 ,， 
即 知 方程 (1.1) 必 有 一 非 平凡 解 ， 证 完 ， _ 

注 1.3 ”在 推论 1.2? 中 ，(1,25) 式 只 要 求 对 zx R 成 立 ， 而 
在 定理 1.1 中 ， 则 要 求 (1.5) 式 对 84 关 尺 和 2 和 一 中 都 成 立 . 由 推 
论 1.2 的 证 明 还 容易 得 知 ， 如 果 ROS, 3020, BELLER 
X, FARE > 0 E R> 0， 使 对 任 给 xEG ，x < 一 尼 
(1.25) 成 立 ， 则 方程 (1.1) 也 至 少 有 一 非 平凡 解 . 在 这 种 情况 
T. Bu (x)2>0, lps 1, o =l Ke, 并 用 ——— 

oi)-V tp) 

代替 (1.13) 式 。 则 用 与 推论 1.2 相 似 的 证 明 即 可 知 方程 (1.1) 至 
少 有 一 非 平 凡 解 ， 

下 面 讨论 拟 正定 核 的 情况 。 设 

6”R(X，y) 是 拟 正定 对 称 核 ， 并 且 由 (x, yo Bog RS RHE 
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积分 算 子 天 映 L AL, 2E, Hip>2, p''+q' = 1; 
7T EE 9,720203 02 10， 使 对 任 给 x€G, 0 <|ul<ó, 有 
Jona). <A — E (1.26) 
这 里 4:< 0 是 天 的 最 小 特征 值 : 
8 "存在 n> 0 R> 0, 使 对 任 给 x€G, lul >R, 有 
fO) >n, (1.27) 
u 
定理 1.4 设 2"、3"、6" 、7" 、8 "满足 ， 则 方程 (1.1) 在 
L, 中 至 少 有 一 个 非 平 见解 ， 
证 设 拟 正 定 核 k(x, y) 的 特征 值 集 合 为 (A À, ch 
Ams Asti ej, 其 中 Ai Shi e <1,< 0 <À), =<, RA, 
1 -l 
使 >141， 令 Ri =(K+71 ) > 
K,-KR;, (1.28) 
WE, OSO SS SEAS AL, 全 连续 , JE H. K W 
最 小 特征 值 为 1 +4 >>? (参见 第 三 章 83) . 令 


fixi) mur Lf Gn). 
根据 第 三 章 引 理 3.8， 只 需 证 明 方 程 
p=K,;fip (1.29) 
在 L, 中 有 非 平 凡 解 即 可 。 
由 2° 知 
Lf lul t +— Apia 


«(1*4 Sea Jiu. (1,30) 


H3 8, X €G, Iul 2M, # 
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[1 2 
Fio | fix, v)dos ^ uf Gra). 


Br dE enm, 并 且 满 足 


(L-5)4( 707 «n. 
则 由 8" 可 知 对 任 给 xeG, lul zR, # 


(1.31) 


uf (x,u) = [Gon =n >( 斑 -ri)40r =o. 


u? 


(1.32) 


FE, ME x€G, |u|2max(M,R)Bj, BHOL3D. (1,32 B5, 


可 得 
u’ T 
F 1 (x,u) E+ ux) 


=ru’ trn) tuf au) 


«cu! +( 1 -u(i-8) e —rT)f(x,u)u 


+—Tuf(xu) 
24 714 
-—T Tu ow 


-ra(u fon) n fileu), 
由 7" 可 知 ， 当 xcG, 0 <|u| «om, # 


hon. (ud f(x, u))= 1 4d opus. f(x, u) 


u 


<1 tLe) = (144) 5. 


(1.33) 


(1.34) 
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最 后 ， 由 8 可 知 ， 当 x€G, ul 之 时 ， 有 
fi) u L fu) > 1 + EA 
u Au Á 


-(1 +4) 4 (1,35) 

(1.30), (1.33), (1,340, (1,35) PES RT Al, XE f1(x,4) 
来 说 ， 假 设 2 "一 于 成立。 因此， 根据 定理 1.1， 方 程 (1.29) 在 
L, 中 至 少 有 一 非 零 解 , 亦 即 方程 (1.1) 在 二, 中 至 少 有 一 非 零 解 。 

附注 Mountain Pass 引 理 首先 由 A, Ambrosettifu P, 
H,Rabinowitz [1 证明。 它 是 临界 点 理论 中 的 一 个 重要 定 
理 。 关 于 这 一 定理 ， 有 多 方面 的 推广 ， 可 见 张 燕 庆 C 1 1,[31]、 
语 桂 杰 (1 ) 以 及 和 孙 经 先 [ 2 )，。 l 

A.Amebrosetti # P,H, Rabinowitz (1) AM Moun- 
tain Pass 引 理 研究 了 非 线性 积分 方程 非 平凡 解 的 存在 性 。 他 
们 的 结果 被 郭 大 钧 [30] 改 进 和 推广 。 本 节 所 和 氛 述 的 全 部 结论 ， 
都 是 属于 郭 大 钧 [30] 的 。 


82 非 线性 积分 方程 的 特征 函数 


变 分 方法 为 研究 非 线性 积分 方程 特征 值 与 特征 函数 的 性 
质 ， 提 供 了 有 力 的 工具 ， 

` 定理 2.1 设 太 是 Hilbert ZA, B, H—H EARME 
算 子 ，S= (€cH|IIGo,o) =c}， 其 中 c 志 0 是 一 个 实 常数 ， 
RO, 太一 R! 是 一 个 实 泛 函 ， 并 且 存在 ES， 使 得 @6(w,) = 
max P(o), LEPTE pAb Fréchet 可 微 的 。 则 存在 实数 


4， 使 
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D’ (一 4Bpu 。 
证 用 反 证 法 ， 设 定理 中 的 结论 不 成 立 . 则 易 知 


-o'o (D0 Bee)p 
g @ (9,)— (Bo, , Bo.) Po 


于 是 (9, Be) = 0 , 从 而 
(@Š'(o,),g)=(g,g)> 0. 


=> 0. 


定义 v. HT. 
办 一 [二 本 (p, tag), 
其 中 a> 0， 并 满足 
lel [1 
TB, ° ”539,0T 
H (2.4) K 5 5 


1 
1 c 2 
2 [ria] <2, 


ELM 
c+a’:(Bg,g) 


a*|(Bg,g)| 
lea Gg n (reg) 1 | 
9:9 cta'CBg,g) 


1 
"2a Base a, 


(2.1) 
(2,2) 


(2.3) 


(2.4) 


(2.5) 


(2.6) 


l B BEARR EST, ük Bg,o,) 5 (g, Bp, )= 0, 从 而 


B — “C  . 
(B, 35.) cra (Bg, 


— C 
—. ca! (Bg,g) 


所 以 PES. 令 As 一 办 一 2， 则 由 (2.5)、(2.6) 两 式 可 得 
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(Bp, +aBg, po tag) 


(CBo, ,9,) -a! CBg,g))—c, 


à i 
c c 
Ilio par 5] ligii + IE m 
-1 [le Illa lies Da. (2.7) 


(d (9, ),h,) = 


_—4KIx C ul , 
xata] 1 Ke (Po) 9) 


3 
c ; 2 
td aira] Igli 
> 5 gp - 28 59:9l icr (o) oi). 
(2.8) 


由 于 @ 在 9。 处 Frechet 可 微 ， 故 外 (YW) 可 以 表 为 
Di)=D 0) + DP) hd HOP, sha), (2.9) 


其 中 oco, ;所 满足 lim (99 L0. mató > 0 ， 使 当 


Mo — [lA[ 
hE€H, |h «omi 
Ilgll* 
[9 (9, , s ilal e T l! (2.10) 
ka> 0 ， 使 其 在 满足 (2.4) 式 的 园 时 还 满足 
. ó Lelligl* 
a< min{ pN ' "8lQg.gY(0' (po ) ,po )| j- 


MECC DRA, lhal <d, FEH.) (2.8), (2.10 X48 


Ppa) >P) +È rika men ere) 
a — le 


llgl?^ |... 1 2 
a= (o, ) BET 


— 2a|(Bg,g)X(@”(@.), Pa) k>eco 


ic] 


此 与 定理 的 条 件 矛 盾 。 证 完 。 
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推论 2,2 设 万 是 Hilbert ZH, S={pEH |llpll=c}, c> 
EHR., D.HR ETLER, HEFE PES, 
ERP, )—maxó(g), LEDE o. Abd Fréchet 可 微 W. 
则 存在 实数 1， 使 
DD’ (go) = Ap (2,11) 
证 在 定理 2.1 中 ， 令 OBI 即 可 . 证 完 . 
下 面 利 用 定理 2.1 讨 论 非 线性 算 子 特征 元 的 性 质 。 
HHE Hilbert ZA, H #iH JH Bo jT Bl, WE 
H=H,@H,, 
FEH BJ t3k E TB (dim H2 1). É P ,# P- -AEH 
BH #IH ,的 直 交 投影 算 子 ， 令 
J=P,—P,. ` (2.12) 
先 给 出 一 个 引 理 . 


512.3 设 PEH (n=1, 2), 9. 99, 并 且 存 在 常 
# c, 使 
(9,9)92c (0 一 1 2) (2.13) 
Wl JPP) Fc, 


证 “因为 wp, 一 ->p,, 书 ,是 有 限 维 算 子 , 故 有 Pip, 一 >Pipo。 
又 因为 已 ,是 有 界 算 子 ， 故 已 , 映 弱 收 伍 序 列 为 弱 收 敛 序列 ， 所 
WP.o, Pp, 于 是 
Tim |P ,ə.|2>lim|P,ə,l|>lPe.ll. 
出 (2.13) 式 可 知 
(9,,9,) =(P po — Ppo, Pipo +P) 
- [Pio l* ~ Pae zlimlP.o,l —lim|P ol? 
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-lim(lPioll* [Pio |) lim 0,9) zc. 


证 完 。 
注 2.4 Xj 
Te={pEH| Up, p) >C}, (2.14) 
则 引 理 2.3 表 明 ，7 是 弱 序 列 闭 的 。 
令 
天 ,一 {2E 五 1Poi>iP:oll)， (2.15) 
定理 2.5 RÁARGSEBIZKO.HRUSBHESRT. Dg 
足 条 件 
,, Lim, P= oo; (2,16) 


WE — Tn o, Je 了. 中 有 一 个 特征 元 的 连续 统 。 更 
进一步 ， 若 对 某 常数 c. 0 及 任 给 pCT o, Aox0, WO E 
给 cco JAE 

{PEH | (9,9) =c} 
上 至 少 有 一 个 特征 元 ， 

证 先 证 定理 绪论 的 第 二 部 分 , 设 对 某 c, > 0 Z f 
g€To, ApA0, FERAE CC, W YETc。 由 (2,16) 式 可 
知 ， 存 在 R> 0， 使 当 2E€7。.，|llpj 宕 RR 时 ，@D(9)>>@B(Y), H 
引 理 2.3 知 ， 了 了. EBH, MPH Hilbert 空间 ， 故 {9EH | 
lel RY n T. 是 弱 列 紧 的 弱 闭 集 。 根 据 附录 定理 3.4， 存 在 
9o*E{2E 刀 [lo 和 Rn7.， 使 

Q(p*)- .inf Op). 


g@€ Tc, llgl|«R 
EiXMlelzR, ecT. BH, PpD), $& 
Dl(p*)= inf pp), 
@€ Tc 
E g* 是 T, 的 内 点 ， 则 由 附录 定理 3.6 可 知人 必 有 Ap*=9 ， 与 候 
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BP. W w*Eo7.， 根据 定理 2.1， 存 在 实数 4， 使 44o* = 
J o* ,所 以 
AJ Ag* — Jg* (P, —P,)!g* - (PI + Pio 
=(P,+P,)o*=%@*, . 

定理 的 第 二 部 分 获 证 。 下 证 定理 结论 的 第 一 部 分 .车 对 任意 
c> 0, JAE 9o7. 上 都 有 特征 元 , 则 定理 结论 的 第 一 部 分 外 然 
成 立 。 故 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 对 某 cli>> 0，J4 在 o7c 上 
没有 特征 元 。 取 


2.21 


则 当 uz OM, FODERA RRA, EEG u 充分 大 时 ， 
有 


feu) inf Dp), (2.17) 


PEF,» ipli 
对 任 给 0 <a< 1, EX 
$,(9) - Ó(p) —afCCo,o)). (2,18) 
当 9€F,B, 0«Go,v)xlel*. Mi f Gom 6 WP 3H ` 
Fede NSF del). (2.19) 


由 (2.17)、(2.19) 两 式 可 知 ， 当 & K, PEF. lolum, 
有 | 
$,(9)z(o)—ad(9) —-(1—a)0(o), 
所 以 ， 对 每 一 个 固定 的 c， 0 <a<1, # 
lim @,(o@)=-+>e°, (2.20) 


e@€ F> ipime co 


设 c(0<a<1) 国 定 。 取 o, CT I (n=1, 2, «0, f£ 
limó,(@) = inf Pap), ` (2.21) 
[^] ci 


N00 


由 于 (2,20) 式 ， {ln=1,2,..) 是 有 界 集 ， 故 不 失 一 般 性 , 可 
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以 假定 9, ARAFE op. CH. 18189] 382.3, To 是 弱 闭 的 , 故 
PET a. 显然 

mP p, =P Pas 
显然 ， 不 失 一 般 性 ， 还 可 以 假定 || 严 :9" 收 敛 于 某 实 数 b 《否则 


取 子 列 即 可 )。 于 是 
[Pipim] Polo, 


由 (2.21)、(2.18) 两 式 可 知 
info, (p) zlimtidio,) —afC (Q o,,m,))) 
«€T kasa 


—0(9,)—alim f |P pall? —lP.9.]*) 
=P(p,)—af |P Pll? — b), 


pr | 
Dp) -af (|P pl? -b* KDL) 
—-0(9,)—-afC PaPa) ) 
-$(9,—af(QPio.l^ — IP pls 
亦 即 


fXIPie.l^ PPO SSAP el —5). 
注意 到 / BAIR, AP o> b. RETA Pies] - 


b. Bio. p. 及 PtH RER 


5 
Pio, ——Pi9.. 


因此 ， 
lim| Pip, Pael? = linc Paol? 


—2(P,9,, P,9,) +P Pal?) 
—b'-—2lim(P,o,, Po) b! — 0. 
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即 已 ,po,> 忆 2。 注意 到 P o> P Pas dy Prpa. N JECH.21) 
式 可 知 ， 
中 W= inf @, (9), 
Hg. Co v, 处 取 到 它 de Te EOM. SUO, 2-6; 
则 根据 定理 2.1 可 知 ， 存 在 实数 4， 使 

grad@,(@,) SAS Pae 


zrad®,(p) = Ao—af' C'9,9)) tjo, 
所 以 
f Cp, PPE Pa 
注意 到 了 ?gp。= 二 g,, 故 由 土 式 可 得 
T Apa= QE S CU aPN Pa 
此 与 VJ4 在 97 上 没有 特征 元 了 矛盾. WUA PaPe) >c: RI 
Pa 是 Te 的 内 点 .根据 附录 定理 3.6,gradG. (Pa) —0, BD. Ao, = 
3f'CQo,,p.)37o,, DERD 


149,— 5 FCU PaPa) Wa | (2,22) 
由 (2.22) 式 可 知 ， 当 0 —a,— 1, 0-0, C1, a, > a, 
时 ， 必 有 al 二 9a。 故 4 在 To 中 有 一 个 特征 元 的 连续 统 。 定 
理 证 完 . m 
考察 Hammerstein 型 积分 方程 
eco-a. hx yf ys eO dy- A49GD, | I 
(2.23) 


其 中 CC 是 及 中 某 可 测 集 ，0 <mes G< +<o, B 
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1°* 设 线性 积分 算 子 
Kg 一 | hx, p(y)dy (2,24) 


ER L, AL ,B A XESR E JESERU SEE TER T- BE K x p 
有 一 个 负 特 征 值 ) ,并 且 映 乙 ,( 旋 > 20 AL, 全 连续 (p Hg = 
1); 
2 "存在 a(x)€ La, b>0, 使 对 任 给 EG, —eo «cuc + co, 
|f Cx 0| &aC(GO bju n 
定理 2.6 设 1",2° 成 立 。 又 设 存在 a 二 0，0 <y<1， 
Bx)EL,, c(x)EL,， 使 
f(x,u)ssignuza|u|—B(x)|u|!" —c(x), (2.25) 
则 .4 有 一 个 特征 函数 的 连续 统 ， 并 且 对 任 给 尺 >0, 都 存在 4 的 特 
征 函数 ga， 满足 lenll> 尺 。 | 
证 HEKIWCKBEOKOPH Wmi' Hg L, AL, £ X 
&, H*'W LOS WR. H2'm WOFfe-f (x, p(x)) PR 
L, AL, 连续、 有 界 。 定 义 
e= |. dx |” fGx,udu, (2.26) 
MERD: LR ERRERA, FH grad — H*fH, 
THER, FERKA > 0 ， 使 对 任 给 oCPF., NUR 
| eco ax>p ol (2.27) 


其 中 严 , 由 (2.15) 式 定义 ， 已 ,是 了 ,到 开 的 一 切 对 应 于 负 特 征 值 
的 特征 函数 所 张 成 的 线性 空间 的 直 交 投影 算 子 ， 己 ;= 了 一 忆 ，。 
ERE PEF, WEI PSIO B, 


IP ol? =(P plt +IP oND 
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> 十 (Ppl + Pels lel. (2,28) 
从 而 
| lHo dx=] HP,9() rds 
C G 


+ | IEPip(OPax>| |HP ol dæ. (2.29) 


注意 到 也 在 KK 的 一 切 对 应 于 负 特 征 值 的 特征 函数 张 成 的 空 
间 上 是 可 逆 的 ， 故 存在 6 > 0 M 


n IHP p(x) l dx>ôlP pll. (2,30) 


H(2.28),(2.29),(2.30 E, BB3(2,27) 3m E. 
由 (2.25) (2。.26) 两 式 可 知 ， 当 9EF ,时 有 


ew». |IHeGO|'dx 


1 | 1- 
一 GO | HoCx) dx 
um c? | HoCx)| 


-| e(xw)|Ho(x)|dx 


>S f. lel —. lel" =c lel, 


Y. 
2 


b oni le Pa pue, 


i 
2 


c= Ü. (eG dx | III, 
所 以 ， | 
lim dg) e co, (2.3) 
dm” 
e€ F, 
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另 一 方面 ， 由 (2.25)、(2.27) 两 式 可 知 ， 当 gEF ,时 ， 有 
(fHo,Ho)>a( Ho, Ho goo |H Go | *7'dx 


-| c() | Hox) |dx>aß |li? 


—-(2—y)b, lgl r —c, lle]. (2.32) 
取 ce> 0 ， 使 得 当 pp’ 之 co 时 . 
af, o! — (2—y)b,p*7t —cp 0, (2.33) 


注意 到 当 p€T oB, el >c. xBO,32 (0,33 FEX 
4n, 34 pCT O Bf 
(OH*f Fiop,g) - (Ho, Ho)» 0, 
因此 ， 对 任 给 ETc H*FHosx0, WRES, X E AA 
c 之 co， 存 在 p.E{9ELs1(J8,9) 二 c}， W p: EJ H*THWIRHE 
函数 ， 即 存在 4.， 使 .—4J H*fHg,. 该 式 商 端 以 蝇 作用 之 ， 
并 注意 到 K=H(—P,+P,)H*, a4 
He,= —À¿H(—P,+P,)H*fHo,= —¿,AHo,, 
(2,34) 
ZEI Ho, 是 4 的 特征 函数 ， 
下 证 当 c Sett Hoo Hg, RRE, WR excu 但 
Hgc,— Hgoc;, W 
Az ga I H*IHos— J H*fHoa =A 95. 
又 由 (2.34) 式 可 知 Az = AL! . MOD 3 pa = pa. We, 
€1— 490,901) 7 (4902,90) —01, | 
产生 矛盾 。 所 以 ，A 的 特征 函数 构成 一 个 连续 统 、 
任 给 Ro 0, rez max(c,, BT R^), Jp B. B Q.27 
式 确定 。 则 由 上 所 述 ， 知 存在 PEPEL i dpa p) =c}, W 
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Ho, 是 4 的 特征 函数 。 由 (jg.,9.) 二 c EA, lo^ zc. W, 
ES oz 一 万 p.， 则 由 (2.27) 式 可 得 


lel e Le. A lel pc 和 > 

证 完 。 

附注 利用 变 分 方法 研究 非 线性 积分 方程 特征 函数 的 存在 
tt, FAT L.Lichtensteinl 2] 和 M.Golombf 1 ]。 随 后 ， 为 
JI.A.JImocreparx[1] [2] 53][4]1.、B. 开 ,Co6omea C1). 
2 ), E, Rothe( 1 3,6 2).( 4).M.M,Baüu6epr( 4). ( 51), 
[6][7] 所 发 展 ， 并 在 M,M ME 1 RM, A, Kpac- 
uoceusckud( 1 ] 中 被 系统 地 加 以 总 
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先 对 一 般 算 子 来 讨论 歧 点 的 存在 性 . 
引 理 3.1 设 用 是 Hilbert 空间 ，Q 是 万 中 的 开 集 , CO, 
@,Q > R jé—/- SEMI, P= 0, A= grad 存在 。 又 设 
A0=0, ATE 0 WH Fréchet SHF B, 则 对 任 给 > 0， 都 存 

在 6> 0, HP YEH, lol «có 时 有 
IB) -4 Bp, o) |«eliell*, (3.1) 


证 任 给 es> 0. WA A0=0, A=B, WEE ó> 0, d 
f ecH, lgl«ó 时 有 s 
l-4p— Bol] «eliel | (3,2) 
338228 JOOS Pap), Hmlelxó, 0 <:<1. FË 
['(O)—CAGQ) p). 


从 而 
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@(g)=f(1)—f00)= [fondi = [aam di, 


由 (3.2) 式 ， 可 得 
(p) - 1o, v) = | (ate edt - Co, | tdi 


= | Cato) — Baton) dt 


< [Latte Bao»lllelidtseliol?. 
证 完 . 
定理 3.2 WHE Hilbert 空间 ，Q 是 态 中 的 开 集 , 0CO, 
$. Q> R1E C'izii, 6(00—0, Z A-grad P, RA Q> 
万 是 全 连续 算 子 ，4g=0，4 在 0 处 有 Fréchet 导 算 子 B, 又 设 
8 是 自 共 罗 算 子 。 则 五 的 最 小 正 特 征 信 是 4 的 歧 点 。 

证 用 4 表示 B 的 最 小 正 特征 值 ， H, E B 相应 于 4 的 
wima, H, = HOH,. 2 Pa H>H,, P; H> 
H, 835003 +, > 是 也 除了 行 :以 外 的 最 大 IE 固 有 
值 (车 BB 除了 11:， 没 有 其 它 正 固有 值 时 ， 取 ?= 00. 由 于 4 
全 连续 ， 故 是 全 连续 线性 算 子 . 设 {4.1i=0,1,2,…} 是 的 
全 体 特征 值 组 成 的 集合 ，{yVi|i=0,1，2, …} 是 相应 的 就 范 
正 交 特征 向 量 系 ， 则 

Bp= Y; ago Wo 
于 是 ， 对 任 给 QC H, # 


(BP.9,9) »|[P.pl. (3,3) 
f&I £20, 020. 6,2 0, e,> 0, 使 
ec HL. (3,4) 
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£ 
e, [1 - 45 ] ; (3.5) 


AT —» 
e, QBI-RAzO 26 AF —9 ^ «s (3.6) 
取 o0, p<, 3EB lel xo 时 有 
Ig) — 1,9) «e; liol’, (3.7) 
l Ap — Belse lell, (3.8) 


由 引 理 3.1， 并 注意 到 40—0, A=B, Mox PEB EEFE. 
对 任 给 EH., lel <o, 


o) Le, IDo) Be, o)| 


»(3i-*)lel*. 


因此 A 
sup 6(g) 2 (—-—6,)0', (3.9) 
geET 24, 


RmBT-i(pcHllel«er. 因为 4 全 连续 ， 故 根据 附录 定理 
3.7，@(p) 是 弱 连 续 的 ， 从 而 存在 g。,E€ 了 ， 使 
Dp. =supð(p)> (77e: )e'. (3,10) 
另 一 方面 ， 由 (3.7) 式 可 得 


Øp, )« 1 ig, Po) T IP) - 1 Gig. 992] 


< IP. Pelota 
由 (3.10)、(3,11) 两 式 ， 可 得 
(3j; 7 ) esae + Pol IP ol. 


EIP pli? =e l —lPo li? RAER, 并 注意 到 jp 和 po， 
可 得 
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2 
[Pipi l| >e — Hp ， (3.12) 
0 


FAMIP ol =l 一 上 1Popo|?， 由 (3.12) 式 可 得 
IP, e |: 2n 


wr: (3.13) 
—r 
由 (3.12) 式 ， 有 
[Bol > 1BPopol’ m dz! Pos ast pt ATP , 
再 利用 (3.8) 式 ， 可 得 
láp. I LBes |- Los — Bool 
> 1 -h J -elel 


4 
2 


>A (1 — de. ) -ajo. 


Aj! — p 


这 表明 gg。ET .因此 p ET, Mlo l =o。 根 据 推论 2.2,， 存 在 
实数 4， 使 Ag. = 12710. 


根据 起 点 的 定义 ， 为 了 证 明定 理 的 结论 ， 下 面 只 需 证 明 
Jaz 一 全 1<s。 事 实 上 ， 利 用 (3.8) 和 (3。13)? 两 式 ， 可 得 


ld! — 4": | = 1151po A7* os] 


«Aes Boo Bes — As voll 
<e, + TBP. po — As! Pgo || 
<e, +B +OP pol 


-1 
«e, + (IBI 40) 20 O51 —v) 2 «e, 


注 3.3 ”利用 与 定理 3,2 相 同 的 证 明 方法 可 以 证 明 ， 在 定理 


3.2 的 条 件 下 ，B 的 最 大 负 特 征 值 也 是 4 的 歧 点 。 
» 为 了 证 明 另 一 个 关于 歧 点 存在 的 主要 结论， 需要 做 某 些 准 


&HjEHilbert 空间 T—(9€H jgl<p) .8B， T-R'X 
C: 泛 函 ， 并 且 是 弱 连 续 的 。 令 4 一 grad@。 因 此 ， 儿 可 以 表示 
为 


9DCp 十 有 一 中 CD) 一 (4 十 OP:R)， (3,14) 
其 中 lim PB 一 0。 如果 对 任 给 > 0 ， 都 存在 5 0, 
使 得 对 一 切 wET， 只 要 ||<5， 就 都 有 
latg, h] 
WA) «e, (3,15) 


WfkddET LE-ATI RA. BR MEETELT, Du 
存在 一 个 不 减 的 连续 函数 6=6(e)，6(0)= 0, 2052 0 时 ， 
6G(e) > 0， 并 且 对 一 切 €T, REJAS R Alo, h) | < 
elal. Us 

对 wE97， 定 义 


Do - Ap— 49:9? y, (3,16) 
lol 


显然 ， M ecoT 时 ， (Dep,p)= 0 。 令 
l=sup]|Døl, m= sup |(4op,p) 十 (Do)|。(3.17) 
ec Tr PEGT ,ET 
对 任 给 Col, Oxt«1, XX 


9--ta(g)Do 
p+ tato) Dol P. (3.18) 


J (t,9)= 


其 中 


min{LslDrly e Ps 
acp) minfa 4 Wr um (3.19) 


583.4 在 上 述 假设 和 记号 下 ， 有 
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DUG, pDl) +R Dp, (3.20) 

证 为 了 简洁 ， 令 
=k Do, h-J(t,9)— = 9T9 _ 
给 定 e€oT. 。 则 llol=p。 由 于 (Dp,p)=0， 故 (9,2p) —0., 


BrElle- glizlei-o, 3FB. 


|. detgl-et. lgl? 
lergi-e- Pe poito 


p—9, 


Lay 
<— . ' . 
5 ilgil (3.21) 


由 (3,21)、(3,19) 两 式 ， 得 


lla] - 08+ Co— "ie tabel elgl+ let gl 
lle gi lle 4 gli 


<e ol tia <2||g|| <ó (el), (3.22) 


HDR ELM, Ap=Dp+o Ap, pp. WAAMA, p= 0 
可 以 得 到 


(Ap, h =- (Dog) (S — Ag, 
ph o rgi Det scar 70 (teo 


= e-l| 


ET ghel 9l CCAp,g) +(Dp,g9))+(Dp,9). 


(3.23) 
利用 (3.21)、(3.19) 两 式 ， 可 以 由 (3。.23) 式 得 到 
ICAp. I0 — (Do,9)| 7 lg 
< tat (Dol! «Tace Del? . (3.24) 


由 (3.22) 式 知 有 
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loco, y| <-I Pel padel qalo 5. ato) |Dol:. 


所 以 ， 由 (3.23)、(3.。24) 两 式 可 得 
@(J(t,6))—b(o)=b(o+ h) Dg) 
— Áo, h) - a(p,h) 
=talp)| Dol --CCAp, f) — (Do, g+ op, h) 


>ta(@)|Dol|: — + a) Dpl’ — 7? Doll: 


=Ż alp) Doel. 
因此 (3.20) 式 成 立 。 证 完 ， 
FHS Jo=J0, p). 
ENET 中 的 一 个 子 集 族 ， 满 足 CON 的 每 一 个 成 员 都 
JH pEHDERSS God: FEN, WJFEN. 在 N 上 定义 一 
MERT: HEA FEN, $ 


@*(F)=min 6(o), (3.25) 
EF 
由 于 @ 在 二 上 是 弱 连 续 的 ， 故 D9* 是 有 定义 的 。 令 
c=sup @*(F), (3,26) 
FEN 


3183.5 在 以 上 假设 和 记号 下 ， 必 存在 一 个 序列 oun 
L2,")c U F, 使 得 

lim @(gp,)=c (3,27) 

lim l[Dg,l| — 0 (3,28) 


证 用 反 证 法 ， 设 引 理 的 结论 不 成 立 ， 则 存在 a>0， 有 > 
0 ， 使 得 只 要 eC UP，|@(g) 一 c1<p， 就 有 
IDe|>a. 
取 P.CN, fk 
385 


DHF >e- Š=, 
其 中 


1 a/a p p 
ócmin|-L 2i (4 )， 21 £^ «at», 


令 志 = {96E 下 Go)<c+B)。 由 六 的 定义 可 知 JCF DEN. W 


PHJ (FDSC. (3.29) 
另 一 方面 ， 对 任 给 o8CF XL, 51383. 451 
$Jo)zd(p)zmctfc. (3.30) 


对 任 给 gEL， 由 引 理 3,4 知 有 


Ugo» Tao) Deol 
> — Dat OX at> c + calp) O, (3.31) 


:E(3,300,(3,310 Bis Atl, O* (CF) c, 5 (3,29). AF 
lá. E. 
313.6 Bipln=1,2, e} COT UR 


OD 存在 p CH, f v. ps 

(2) lim |Do,||= 0; 

(3) 存在 pĝ, 使 Ap, 
则 Q79o» 并 且 存 在 4 志 0， 使 Apo = Apo. 
Àp^. X DIS E CREAR 

limCAg,,9,)!  p* lim( (Ag,, Apa) — (Dpr Apa) 
=p’ |y]. 
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所 以 141p= ly 在 等 式 
2 p! 


-一 一 一 一 一 4g, — 一 一 一 一 一 Dp, 
CA. Pn) ? (Ap,, Pr) p 


P= 

中 ， 令 mco， 则 由 条 件 (1)、( DAPA V. HELF p 9 
Pos M 9o—4A7 V. 由 A REREN, doo y, MA Ag. = 
Apo EZ. 

定理 3,7 WQ HrRBj JEE, 0CQ, A: Q—H d ES 
的 梯度 算 子 〈 即 存在 CHEAD: Q>R', A= grad @), X. 
BDH 0 的 一 个 邻 域 中 是 一 致 可 微 的 ，40 一 9 ， 并 且 4 在 9 处 
有 Fréchet 导 算 子 B。 最 后 设 B JE CEA T, N B HAE 
一 个 特征 值 都 是 4 的 歧 点 。 

证 设 4。 是 妃 的 一 个 特征 值 ， 设 :> 0 和 6> 0 是 两 个 任 
意 给 定 的 正 数 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 1o> 0. EH. EB 相应 于 
4。 的 特征 向 量 空间 ， 豆 ,是 妃 的 相应 于 不 大 于 4。 的 正 特征 值 的 
全 体 特征 向 量 所 生成 的 线性 空间 。 BR, HocH,. $ H,= 
HOH,;, HP, H—H,WP,. H>H, 是 相应 的 投影 
算 子 。 设 4 是 8 的 最 小 正 特征 值 。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 过 
Ao 《否则 由 定理 3,2 可 知 416 是 4 的 歧 点 ) 。 令 v 是 如 的 大 于 入 
的 最 小 正 特征 值 (车 巨 没有 大 于 4。 的 正 特征 值 , WIS 14. 

H B 按 就 范 正 交 特征 向 量 系 的 展开 表达 式 (参见 第 一 章 
$4) I 


| 

| SAT (9,9), 当 wpE 五 ,时 ， 
1 (3.32) 
| xv (pg), 34 gE€ 万 ,时 ， 

| —4s'(9,9), M g€ H ,BJ. 
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并 且 对 e€H,, A lBo|l>4s'llel. £ 
R= (vyEH Pol 07. 

Ée,20, 8&0, 使 

V — ho 


e,« d.» (3.33) 
“< E vÀ,— PI 3i (3.34) 
4e, FELE. (3,35) 


根据 引 理 3.1， 存 在 0 <po,< 46， 使 得 只 要 CH, O0-«lols 
0 ， 就 有 《〔〈 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 中 (0)=0) 
1G(p) 一 于 (Bo,o)|<ei lgliz. (3.36) 


又 因为 A0=0, A=B, WIFE 0<p,< ó, ERE 

EH, 0 <|el<p, RE 
IAp— Bol|<e,llell. (3.37) 
取 p-mintg;,o3. 4 S-(ecHlel-0) , S; —-(e€Hil 
lell206. x4 
以 = {FIF 是 SNR 的 相对 紧 集 ，F 在 R 中 不 可 缩 }， 

下 面 证 明 MM 非 空 。 首 先 回忆 一 下 ，R 中 的 子 集 F OVER 
中 可 缩 ， 是 指 存 在 po CR 及 连续 映 谢 U(i,p): CO, 12x F— 
R, RUO, p)=p, UCG, p)=po. BWA F E R PART 
缩 。 为 证 M 非 空 ， 只 需 证 S,EM 即 可 。 由 于 五 ,是 有 限 维 空间 ， 
AS E S 中 的 紧 集 ， 从 而 是 相对 紧 集 。 车 9: 在 只 中 可 缩 ， 则 
存在 poER， 及 连续 映射 U(t,p); CO,12X S,—R, t4 xf fE 
给 gES,, HUO, p)=p, U(1,9) =p. 5R 


P.U (t,o) 


U,(t,9)-p PIP UO DU 


0 <t<1, vyES,. 
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显然 ， U,(,9), (0, 13 x S,—S, 连续 ， 且 对 任 给 pES,， 
U,(0,2) 79, U,C1,9) -0|P. pol Pipo. 4 T, =(e€H,| 
leo), xg X. C, 7, 一 7 了 ,如 下 ， 


-lel ee , š 
Co- U (== PL, M) Sesom, 


—p|Piesl^' Pipo 349-0 Bj. 


WC. T, >T EER, HHC cT. 根据 Brouwer 不 
动 点 定理 ， 存 在 YET,， HM Cy—v. BAICH =P, S yCS.. 
Bib y —Cp— —U,(Q,9)— 一。 产生 了 矛盾。 所 以 S, 在 尺 中 不 
可 缩 。 故 W 非 空 。 对 FEM, 4 

@*(F)=min Pp), 


c=supð*(F), 
FEM 


因为 min (Bo, p)= "RE 故 由 S,EM 及 (3.36) 式 可 得 
PES, 0 


@*(S,)=min G(o) 
ocSi 


> mind (Bo,g) —max|@(@) — 1. (Bg, 9) 
PES, PES, 2 


>(2 a e. (3.38) 
0 . 
所 以 

e= 0 > e, pt, (3.39) 


任意 取 定 FEM， 下 证 P,Fn 瓦 sg。 著 不 然 ， 任 取 
pÍ €H,, 使 Ilpoll= 1 。 对 gEF， 定 义 
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ligo +p- 2P, po) Po 40 << +W, 
U., p)= 
pe 十 2(1 一 DCe 一 (pypo)90], 当 于 «ruit. 


BRUO: [0,1) FHE, X0 isl, e€F, 有 
P,U,((,9)—21((1—(p,9,)J19o P1976, 

XL «m. o€F, # 

P,U,G,09)—-2(1—D0P,9-C1—2(1—0(9,99)390 7€ 0, 
WUG p): CO,0 Xx F> R, LAKH PEF, A 

U .(0,p)=p, U,;(1,95779o. 

 o*cF, 使 Po*€cH,. 故 存在 VIEH,., CH, , 使 

0* 一 细 十;。 由 (3.36) 式 可 得 


d) s tet) + I$ (9) 一 于 (By io) | 
«1 Gy, p GO. i) bes p 


loy pua LL gy] d ge Yo: 
«gj; lli alten pt non )e*. 


d (1 )-min$() «(^ 十 8 Jo 


注意 到 FeMgINUM, ies Te )o H 


“一 j AP SEP, (3.40) 


0 
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< 
= * i e)p? 
N= {FEM Io* D)» (i Ca )o), (3.41) 
由 (3,38) 式 知 必 非 空 ， 令 


*= 2 he fo | 2 
S*= (PES P ol >| I dee jo 


下 证 若 FEN, W FCS*, Sk p, XDOQAXSFCN ， 存 在 
oCF, fk 


j2 Qr do c eio | 2 
=< 一 
IP oli [ vAo—uho P , 


则 由 (3,36) 式 可 知 
Dp)<#(By,9) +IP) 一 二 (Beyp)| 


< Ppl +IP o|: te p 


_ 1 2 一 | 2 d |] 2 2 
=z IPD t acl Piel Te,p 


— À — 4e, 
«(5 +e, Jot (Z; - 1 y A End Jo: 


(天 -co 


= mi «(1 
@*()=min@(0)<(- —2:)e*. 


这 表明 FEN。 产 生 矛 盾 。 故 若 FEN, WF cS*, 
用 (3.18) 式 定义 (1,w)， 其 中 各 符号 的 含义 见 (3.18) R 
前 的 说 明 。 令 Jp=J(1,p)。 任 给 FEN， 由 引 理 3,4 可 知 
Q* IO) -minb(g)z min$() 
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= @* 2 
=@ Go» (a —e, )p’. 
这 表明 J(F)EN 显 然 
c=sup Q*cCF)- sup @*(F'5, (3.42) 
F€ M FEN 


根据 引 理 3.5， 存 在 {p|n= 1,2,^)c U F, ER 

lim ØP, =c; 

lim|Do.|= 0, 
EK'hBDHiBG.1030gX. HTHPE PF 2 HJ, A 是 全 连续 
算 子 ， 故 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 o, 33k ACT H PHREEK., 
T Ag, KATETRI. WTAE, KOE P E R. A 
此 ， | 
D9o) lim Ppd => (z 
XBUS pE U 了 CS*， 故 对 每 一 个 n=1,2,…, 有 


一 stjp?。 


| 1 (»—Às — 4e, Àov)u ] 2 
Pi pall >f A — uÀ; p’. (3.43) 


由 (3.37)、(3.43) 两 式 ， 可 得 
IA. || Boll- 49. — Bo,|Z BP. p| ~EP 


" 
1 1 f»—À,—46,À)u J 
之 -= 一 1S 2477 91 
ji Peleo ail who — uà, 


~EP. 
令 n>, f 
Q — A — de dana] — 
ilz [Lee eo 0. 


根据 引 理 3.6，mpoES9， 并 存在 实数 4， 使 Po 一 44po， lpo = 
p<à. 
由 (3.37) 式 可 知 
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lBps— A^! gol Ideo — Be l| <s, o, 
| (Bpo — A799, 9I«lBes - A" volllleoe:o*. 
(3.44) 


H (3,39). (3.40) 两 式 知 | "一 于 -oz «ep, W H 
0 


(3.36) 式 可 知 
IGBgo — As! Popo)! 
1 


«216 — Go) | +2 Pp) 775-(G 99) | 
0 


«26, p? + 2|o— p? | «4e, p*, (3.45) 
o 


H (3.44) , (3.45) 两 式 可 知 
47 ài! 1o Ae | Bos —47! popo) (Bo 4š' po, 


go) | e; t 4e, <E, 
这 表明 4 是 .4 的 此 点 。 证 完 。 

注 5.8 在 第 六 章 推论 1.5 中 ， 利 用 拓扑 度 理论 证 明了 :， 如 
RATES, A0=0, A RETE, MA 的 奇 代数 重 数 特征 值 是 4 
的 歧 点 。 而 在 本 节 的 上 述 结论 中 ， 我 们 证 明了 ， 如 果 《4 还 是 梯 
度 算 子 ， 则 在 某 些 附 加 条 件 下 ，A4; 的 一 切 特征 值 都 是 4 的 歧 
点 。 

下 面 的 引 理 给 出 了 泛 函 一 致 可 微 的 一 个 充分 条 件 。 

3183.9 1Hj&—^. Hilbert 空间 (或 更 一 般 地 ， 自 反 
空间 ) . QRHqUERUSGEE. 4. -> 妃 是 梯度 算 子 ， 即 存在 
泛 函 @: >R, 使 4=grad 中 .又 设 4 是 强 连续 的 。 则 DP 在 
Q 上 是 一 致 可 微 的 。 

证 先 证 4 EQ 上 一 致 连续 。 用 反 证 法 ， 设 4 在 8 上 不 
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一 致 连续 ， 则 存在 e> 0 ， 使 得 对 每 一 个 自然 数 ” ， 都 存在 p;， 
% € Q， 使 得 
le;—er«- lo. dae; Ag; l>e. 


HH Hilbert 空间 ，@ 有 界 凸 ， 故 不 失 一 般 性 ， 可 以 


fie. e. pip. BUT AIER Ap, >Ap,» 
Ao Ago Blap- Api > 0 。 产 生 矛 盾 ， 故 4 在 Q 上 是 一 
致 连续 的 ， 即 对 任 给 e>0， 都 存在 S>0 ， 使 得 当 lp, 一 oz < 
Ó, e,€0,o, COR, dj 
Agp, -Apl «e. (3.46) 
下 证 中 在 QR 上 一 致 可 微 。 任 意 给 定 e> 0， 由 4 的 一 致 连 
续 性 ， 知 存在 6> 0 ， 使 当 pp:EG p-o 6 时 , 必 有 
(3.。46) 式 成 立 .对 任 给 PEQ, Wh, fEO«|AI-«Ó, o+h€9, 
则 
jo(p,hy|=|b(o+h)— Dp)— (Ao,h)| 
=| | atento ndt— | (Ap) hdt! 


« [lacet — Alltel. 
即 中 在 9 中 是 一 致 可 微 的 ,证 完 。 
考察 Hammerstein 型 积分 算 子 
A= |. R(x,y)f(y,o(y))dy, f . (3.47) 


其 中 C 是 RR" 中 某 有 界 闭 集 ，mesG < 十， 
定理 3.10 É, (1 ) 线 性 积分 算 子 


Ko= | kx, p(y)dy (3,48) 
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JEBRhRL, AL,W0 ESE B 3E8ü r T. JH J ALAE S, JK rh 
b> 2, pP 't+tg =l; 

(2) f(x,u) HEA uC R!2EG EWM, f(x, 0) = 0, 
fix, 存在 并 且 关 于 uER! 连 续 ， 

(3) 存在 a(x) EL, REX 50, fk 

(fix, | saCx) 十 器 人 和 2 , 
则 线性 积分 算 子 
p= |. kex, 3) fi y, Op) dy (3,49) 


的 每 一 个 特征 值 都 是 4 的 歧 点 ， 
证 由 条 件 (1 ) 及 第 三 章 定理 1,11 可 wm, KWP IAR 


H-K'. L.-L k 4383, H*, Lli 也 是 全 连续 算 
d. HIE C30 可知 


HERMIE Lion du 


xa(x)|ul + lujt (3.50) 


b 
p—2 
H (3,500 式 直 接 验证 可 知 ，fp= f (x,pDDBRLAL,, 

故 由 第 二 章 定 理 2,21 可 知 ，f，L, 一 La 是 连续 有 界 算 子 . 令 


=] dx | focoda, 
G o 


则 grad DÞ=H*fH. 由 于 f(x,0) 三 0, KH* H0=0. X. E 
MH *fH, 工 ; 一 工 :是 强 连续 算 子 ， 故 中 在 艺 : 的 任何 有 界 集 上 
都 是 一 致 可 微 的 。 由 条 件 C20. C30 并 根据 M.M。、Bagsa-~ 
6epr( 1 252 E820, 1, 
F (G)ho fi, o())hG), 
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因此 ， 
f(po+h)—fo=fi(x,p(x))h(x)+u(x,p(x),h(x)), 


lim lolx, p(x), hx) lla = 0 . (3,51) 
iB, 一 0 llall 


TEH * HEER eCL 4k Fréchet 可 微 。 事 实 上 ， 
H*fH(o+h)— H*fHo= H*CÉH (p - hb) -ÉHg) 
—H*(É GIg) Hi) - H*Co(x,Ho,Hh)), — (3.52) 
Wl H* IDE HEAR LS) L, PTRA F EG LET E H 
TEAM L8] LOS SET SE ECT c WJ, 
I. *Co(x, He, HR «IH*loG, Hp, Hh) |l, 
(3.53) 
LEA LH Hil. (3,54) 
H (3,51), (3,532, (3.54) EAR A 


jm lH*Co(x, Ho, HDD) o 
us ID 


Bib, H*fH+#L, Labit Fréchet 可 微 ， 并 且 
(H*H)=H*f’(0)H., 
对 任 给 p. yEL:, 
((H*fHye,0)=(H*f' (H p,p) 


-( (Ho, Hpy- |. F(x,0 HoHydx 
=(Ho,U () Hy) = (p, H*f^ (0 Hy), 
BIECH*EH) E B3 ET. 
根据 定理 3.7， CH fH), 的 一 切 特征 值 都 是 H*fH BS a 


点 。 
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TE HHH) 的 特征 值 集合 与 3 的 特征 值 集合 相同 . 一 
方面 ， 设 4< 0，gqp 志 9 满足 
AHH po, 
即 AH* (O Ho=o, WER Ho20. $ $— Ho, W 
AB - AH H*f' (09 —y. 
这 表明 CH*fH) 的 特征 值 一 定 是 B 的 特征 值 , 另 一 方面 ， 设 
A70, p0, fE ABo—o, BM 
AH H*f' (0)p—g. 
SARH*f'(0ox0. $ py=H* 0p, Wl 
A(H*ftHye=AH*f,H H*f' Op 
=H*fop=Yy 
这 表明 B 的 特征 值 一 定 是 ( 态 *f 厂 )6 的 特征 值 。 
设 和 是 B 的 特征 值 ， 并 设 eL 0, 0— 0 uE. 因为 和 是 
《 玉 *f 太 的 特征 值 ， 故 A EE H*fH 的 歧 点 ,因此 ,存在 实数 
4 及 p 志 0, 使 p< 上 Hl!6,14 一 141<e, FE p=4H* Ho. 
BARHox0.4 y— Hy, Wo-clvisiHIillel«ó, 并 且 w= 
Ho-—AH H*tHo-ÀAAp, 这 就 证 明了 对 任 给 2>> 0, ó> 0, 
都 存在 4 和 Y， 使 14 一 40|<e，0 < 上 <6，Y%=44y. BBA Je 
ABER. B B 的 特征 值 一 定 是 4 的 歧 点 ,证 完 。 
定理 3,11 设 : (1 )k(x,y) 是 GxG 上 的 对 称 连续 正定 
核 ; 
(2) 存在 ac> 0, f f(x, u) 对 几乎 一 切 xEG ， 关 于 
uC(—a,a)E & 
(3) f(x,0)= 0, 3ETETE b(x)€L (q> 1), 44 x€G, 
lu| a 时 ， 有 
|f(x,u)] Sb(x); (3.55) 
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(4) fx OFE, HE 
. 1 _ H 
lim PED fio,0) ] 0 (3.56) 


关于 xEG 一 致 成 立 ; 
则 在 上 -空间 中 考虑 时 ， 由 《3.49》 式 定义 的 线性 积分 算 子 B 的 
一 切 特征 值 ， 都 是 4 的 歧 点 。 


证 令 K 是 由 (3.49) 式 定义 的 线性 积分 算 子 。 由 第 三 章 


(2.28) REHITA, KHIQOEJDR H =K RL A Le, 并 
E. 
IH ol. <. M els. (3.57) 


PPB M= max Jkr) + Q= (EL, lol, <aM 7), W 
H (3.57) 式 可 知 ， 当 oC Oh 
ess sup| F2 g(x)| <a, 
因此 ， 由 条 件 〈3 ) An, fUHoD —- f(x, HpGDDE€L, TH 
看 成 是 Bh L, AL, (其 中 pra — 1) 的 线性 算 子 (显然 厅 
全 连续 ) ， 把 f 看 成 是 映 
{gEL,|ess sup |g(x)|<a} 
入 Lo 的 算 子 ( 它 是 连续 、 有 和 界 算 子 ) ,把 日 * 看 成 是 上 映 Lu 入 LL， 
的 算 子 〈 它 全 连续 ) , WAHHH 映 吕 入 LL, 强 连续 ,对 gEQ， 定 
义 
Ho 
eu)- |. dx f f(x ,u)dau, 


则 显然 o. ->R! 是 一 致 可 微 的 C! 泛 函 ， 并 县 有 grado = 
H*fH, FuEH*fH xc 0 处 有 Frechet 导 算 子 ， 
(H*FH )i- H*CfiCx,0) H3, (3,58) 
事实 上 ， 任 给 02 0 ， 由 条 件 CAO 80, 16360 0, 使 
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当 x€G, |du| <ó W, # 


If Gr du) — Auf x,0)| se Idul M CHIPS] GnesG) * 
K'BlH* ERRARE 二 o 入 元 :的 线性 算 子 时 的 算 子 范 数 . 设 
WEL, Wi.-cóM °, MIXUL.—U x€G, di 

LH AGO | <ó. 
所 以 ， 对 几乎 一 切 x€G, # 
|f(x,Hh(x))— Hh(x)fl(x,0)1 


«e| HhGO|M ^ |H*|7(mesG) * 


1 


—elhl, ET*l 7: mes", (3.59) 
由 (3.59) 式 可 得 
|H*fHh(x)— H*C(f:(x,0)Hh0O)||; 
IA]; 
» H*IEHRCO- HAGO fite, <e, 


因此 ， (3.58) 式 成 立 ， 由 定理 3.10 的 证 明知 (H* H), 是 自 
REAT. WEER., CH EH WE, EHH 
EER. 
显然 ， 由 (3.47) 式 定义 的 积分 算 子 4 映 
te€L..] loi. <a; 
AL.SXEBR. TüEHDG.40 SUEOUS AVERUMRCT. B B L. X 
L.. 事实 上 ， 由 条 件 (4 ) 知 ， 存 在 工 > 0 ， 使 得 上 <a, 并 且 
BHCHPESIMCNIESB 

所 以 ， 


| fO, 0) | <4 KER Mos —Ifix,0 
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<E If, D] + 1. 


由 条 件 〈3 M, fO 0€L,. # g(x)EL。, 则 p(x)EL， 
(p!ctq^- 1), 


[Bg(x)| = I. hGc o fi Gn py dy 


<M| I fiCy 00g yo |d y. 


这 表明 BpEL。， 即 B 映 L ,入 L。. 用 与 定理 3.10 相 同 的 证 明 方法 
可 知 ， 在 L- 空 间 中 ，B 的 一 切 特征 值 都 是 4 的 歧 点 ,证 完 。 
附注 M.A,Kpacngoceackaus ( 5 ) (也 见 他 的 [171) 中 ， 
首先 利用 变 分 方法 研究 了 非 线 性 算 子 方程 的 分 歧 理 论 ， 并 应 用 
于 非 线 性 积分 方程 。 他 的 工作 构成 了 本 节 的 主要 内 容 ， 
利用 Morse 理论 ， 可 以 得 出 本 节 主 要 定理 《定理 3,7》 的 
一 个 推广 ， 关 于 这 一 点 ， 可 见 M.S。Berger C12. 


§4 JIocrepsux-IInuspessuaz 理论 的 应 用 


WH E HER Hilbert 空间 ， 人 是 及 中 的 单位 闭 球 ， 
S=oT. ig O. H— Ri E 

1°@ 是 弱 连 续 的 ， 并 且 在 上 一 致 可 微 ， 

PES 上 是 偶 泛 函 ， 即 对 任 给 9€5，D( 一 9)=@(9); 

3° 当 g==0 时 ，@®D(9)= 0; 3 p> 0Bh, (900; 

AA A= grad $, M| 40=0， 并 且 当 ps0 BI Ag o0. 

Wt S' 是 & 维 Euclidean 空间 R 中 的 单位 球面 ， 令 
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Mi= (BS'-' |B;S —S 是 奇 的 连续 映射 ) , 
对 任 给 FEM, =. 
@*(F)=inf@(o) (4.1) 
令 
c, supd*(P, (4,2) 
FEM, 


3184.1 设 假设 1"~4° 成 立 ， 则 
(i) 对 每 一 个 自然 数 &， 都 有 
CÈ Cup, cr 0 ; (4.3) 
Giblime= 0, 
WE WEG), a> 0 是 显然 的 。 我 们 仅 需 证 >c fE 
给 >> 0, H ca, 的 定义 知 存在 已 EM， 使 
Q*(F .)2ca E 
Ë F, ,=BS', RPR: SS 是 某 个 连续 的 奇 映 射 。 显 然 Fo = 
BS' EMs F,cF,. 所 以 
Q*CFo)cini Pp) ini Gi) o DF) >c, 一 2。 


KA 
C,—Sup QÓ*( F)EmO*(Fuoeo, 一 2。 
FCM, 


HF e> o0 EERE, Bocca, .CO Xu. 
再 证 (ii)。 任 给 se>> 0 。 令 E,(n—1,2, 0 EH BRE 
子 空间 族 ， 满 足 
E,cE,c:cE, +, JE.-H. 


IBP.SURH 3] E. 的 直 交 投影 算 子 。 下 面 首先 证 明 ， 必 存在 自 
A kos W8 
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IB- CP.) <3 (WET). 


(4.4) 


事实 上 ， 如 果 这 样 自 然 数 Ro AFE, MUFE pET, E 


得 


Bp) -PPS (n=1,2,."), 


不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 p>poET , Pipp ET. E k 


d OE) xS TER AR, Jig 
Ito.) — lye) | = 


£ 
2* 
故 
oY。 
另 一 方面 ， 又 有 
ligo — Voll" = Cpo— bo, po— Yo) 
= lim (g, — Pap po — po) 


=lim(@,, (1—P2(po—V.)) 


«limllg,l I4 —Po(oo 97 0. 


故 po. E54. DRP. BICI. DAL. 
由 3" 知 存在 1>>p> 0， 使 得 当 |pj 志 Pp 时 ， 


Dp)<E. 


于 是 ， 当 wET，IPkopl<p 时 ， 必 有 


D9)EID 9g) -P Pap) | + DB Pkg9) «e, 


4 F-(gpCcT |BD(g) 之 e}， 则 由 (4.6) 式 易 知 
P&,Fc(ip€Es|pslols1?. 


(4.5) 


(4,6) 


(4,7) 


EE, F 的 《类 》p(F》C《 类 》 的 定义 和 性 质 见 附录 83) 满足 
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y(F))<y(PriÉF)=<k,, 
对 任何 k>kos NEM, 时 , 必 存 在 连续 奇 映 射 B.S: 一 
S， 使 N=BS*! 。 所 以 
yCN) 2 yCBS7! )>y(S™! )=hk> ko, 
由 此 易 知 ， 必 存在 gEN， 使 Bl(9)<e, 于 是 BP*(N)<e， 从 而 
ce QA KR) 。(i) 获 证 ， 引 理 4.1 证 完 ， 
定理 4,2 设 假设 全 一 4 成立 。 则 对 每 一 个 自然 数 上 ， 都 存 
在 4 的 特征 元 办 ES， 使 得 
Dp) =c. (4.8) 
Mni S 上 有 无 穷 多 个 特征 元 。 
证 对 wgES， 定 义 
Do 4o— CA9,9)9, 


9T a(9)Do 
le+cCe)Dol ° 


其 中 c(o) 由 (3.19) 式 确定 ( 取 o=1)。 因 为 (p) ES LEBE 
K, DESERRI, AM S:S >SERR. ASME 
Ji， 即 对 任 给 VEM， 都 有 JVEM 
根据 引 理 3.5， 存 在 g,ES(n==1,2,…)， 使 得 
lim 中 (op) 一 一 Co (4,9) 


Jo= 


lim|Dg,|| = 0, (4.10) 


根据 附录 和 定理 3.7(ii)，-4 在 7 上 是 强 连续 的 。 因 为 了 是 弱 
列 紧 的 ， 故 由 (4.9)、(4,10) 两 式 ， 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 


Pa Z e €T, 
Ap. Apos 
O(p,)—ci, 
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H c2 0 及 假设 3" 可 知 go 太 0， 从 而 由 假设 4" 知 Agpo 志 9。 因 
Jb, 13813591383.6. 9.99. JPHFAE A9 0 ， 使 得 

A7! Apo 9o, 
因此 ，qgo€S 是 4 的 特征 元 ， 并 且 D(g06)=ci， 

综 上 所 述 可 知 ， 对 每 一 个 自然 数 ， 都 存在 4 的 特征 元 
ES， 使 DC)=ct。 由 引 理 4.1 知 诸 c, 中 有 无 穷 个 是 两 两 E 
不 相等 的 ， 从 而 4 在 9$ 上 有 无 穷 多 个 特征 元 .证 完 。 O 

34.3 显然， 如 果 把 了 换 成 任 一 个 半径 为 rr>0) BJ H| 
球 ，S$=07， 定 理 4.2 的 结论 仍然 成 立 ， 

考虑 Hammerstein 型 积分 方程 


po 一 和 hR(x,y)f(y,g2(y))dy=ÀAgp(x), (4.11) 


其 中 G 是 R 中 的 可 测 集 ，0 <mes G+, 假设 

1* k(x,») 是 正定 对 称 核 ， 有 无 窃 多 个 特征 值 ， 由 h(x,y) 
确定 的 线性 积分 算 子 KK 映 上 ,入 LL, 全 连续 ， 并且 映 L. AL, 3€ 
续 ， 其 中 p 二 2, p''+q''= 15 

2* ##Ea(s)CL, b> 0， 使 对 任 给 XEG，wER!， 有 


| f Cx ,u) | Sala)  b|u|?7! , (4.12) 
3* 对 任 给 x€G, ucR!, # 
fix,—u)——f(x,u); (4,13) 
4* 对 任 给 x€G, |u|> 0, 有 
fG,uu O. (4,14) 


定理 4.4 设 假 设 1* 一 4# gor. HJ Eco, 方程 
IDERE 
R.= {pE L, |H ' pl =c} 
上 都 有 无 穷 多 个 特征 函数 ， 其 中 瑞 是 KK 的 主 平方 根 , |H ol 
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JE H-'ofEL, iis. 
证 显然 五 映 LIL 全 连续 。 令 


d=] dx W.D: 
G 0 


WO: LR ERER, JELE. ORNER MOE L k 
任 一 闭 球 上 都 是 一 致 可 微 的 ， 令 

局 ,= {pEL IKig=0), 
则 所 ,是 二; 的 线性 闭 子 空间 ， 令 如, 满 足 

H ,@H,=L,, . 

WIE, BEATHA Hilbert 室 间 。 显 然 玉 的 一 切 特 征 函 数 
都 属于 厅 ,， 故 由 1* 知 厅 , 是 无 穷 维 空间 .把 DB 看 成 是 定义 在 全 ， 
ERZE, O 显然 也 是 弱 连 续 的 ， 并 且 在 H, 中 的 任何 一 个 闭 
球 上 都 是 一 致 可 微 的 .定理 4.2 的 假设 1" 成 立 。 


对 任 给 PEH., ox, HH WE X SI Ho=K'os 0, H 
4* 易 知 田 (p)> 0. 又 显然 (9) — 0 。 故 定理 4。2 的 假设 3° w 
JR. 由 3* 可 知 定理 4.2 的 假设 2 满足。 最 后 ， 由 已 ,的 定义 及 4* 
可 知 H*fH0—0, JH. 当 o0 时 H*Ho™0. BD ë 384.2 
的 假设 4 也 满足 。 因 此 ， 根 据 定理 4,2 及 其 注 4,3 可 知 ， 对 任 给 
c>0, H*fHfE(e€H ,|lell-c) 上 都 有 无 穷 多 个 特征 函数 ， 
Bp CH ,是 H*fH 的 一 个 特征 函数 ， 即 存在 4。， 使 wo= 
A H*fH o, , Wl H p, AH H*EHg, A KftHo =A, AH po; 
HH ,的 定义 知 FH oo2e0, k 五 pw。 是 4 的 特征 函数 。 显然 ， 若 
12ol=c， 则 Ho.€tecL, 1 H^ p=c}. X, M R o CH, E 
q,CH, p HSEHIRAEBI pp: W o. —9;€H., 从 
WH(, —o = K'(p,—9,) 和 9。 这 表明 H*EH 的 不 同 的 特 
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征 函数 对 应 着 4 的 不 同 的 特征 函数 。 综 上 所 述 可 知 ，4 在 集合 
(EL: IH 'pl=0) 上 有 无 穷 多 个 不 同 的 特征 函数 。 证 完 。 
最 后 ， 我 们 利用 附录 定理 3.9 研 究 方程 
ean c | Gan fGrsecn = Agoo (4,15) 
无 穷 多 个 解 的 存在 性 ， 其 中 C 是 R" 的 可 测 集 0 < mes G< 
+, 
定理 4.5 设 RCx,y) 是 拟 正定 对 称 核 ， 由 RCx，?y) 确 定 的 
线性 积分 算 子 氏 喘 L AL, 全 连续 (p> 2, p''+q''= 1), 
FHK MEREL ALBAT) 有 无 穷 多 个 特征 值 。 设 jx， 
u) 满足 定理 1.1 的 假设 2 一 4 ， 并 且 
f(x,—u)= —f(x,u) (xEG,uER!), (4.16) 
lim L2 一 十 oo (关于 xEG 一 致 )， — (4.12) 


u—o 


则 方程 (4.15) 在 L, 中 有 无 穷 多 个 非 平凡 解 ， 


证 先 设 K 是 正定 核 : 令 H。 二 {gEL;|K p=0) , H,= 
LOH., MEE., H, EEY He i Hilbert 空 
间 。 对 任 给 CH, EX 


vow = f dx |" fonde, 


W U.H,—Ri, EB =I HHH., Bio Xu[p n V k 
偶 泛 函 。 由 定理 1.1 的 证 明 可 知 ( 那 里 的 证 明 在 五 ,中 也 成 立 )， 
V #H,EWE P.S 38, V(00—0, HE #a>0, p> 
0 ， 使 得 
V(y)20 GEH., lvlxo, (4.18) 
V($)za GEH., ll o), (4,19) 
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TEH HH ,的 任何 有 限 维 子 空间 E, RAEN iv 
€H,|V()2 086 i ARS. MERIR, REREH WAR 
维 子 空间 E, AK AEE., ji 一 十 ce ， 使 得 

VORLO)Z0 (n=1,2,+), (4.20) 


4 t= lil, = h W YEE, Illo 1, hot. ARR 


tto, HAE., PAREZ, KRRB TA 假定 
0 =p CE,, Wik, liyol=1, 

lim|Hy,— Hyoll,= 0. (4.21) 

iG 2X RIA TV 含有 一 个 子 列 ， 不 失 一 般 可 以 假定 

WA (He) 本身， 在 G 上 几乎 处 处 收敛 于 Hp. B] 为 t € E c 

H,, k Hp *0. 4 v, Hy, (一 0,1,2) ，Co= (x€G| 


1 


Volx) =Æ 0, vx) —9o 00), a= (| (vola) dx), W 


mes Go> 0, a> 0. 由 (4.17) 式 知 , 存 在 R> 0 ,使 当 xEC， 
[u| z RB, EP 
Fu) > 8 (4,22) 


u as ° 


利用 与 (1.15)? 式 相同 的 证 明 方法 可 以 证 明 
| FG, Hhodx- | F(x,t,o,)dx 
G G 


2-54: N (v, J'dx— M*, (4.23) 


ab 
其 中 D,= (x€G |o. GO IR) (n=1,2,.), 


M*= (AE. + IaR 4 73 ) mesG 


ao 
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是 一 个 常数 。 由 (4.21) 式 并 利用 H6lder 不 等 式 ， 有 
CJ, es oo2*d )- (| oda ) | 


< (J, Geo — Go2*d ) 


+ 
1 


< (| Ly G0 — Hs (x) | dx ) 


1 _1 


« (nes ^ (| inco His codo! 
— 0 (n— co), 


所 以 存在 Ni:> 0, E4 n>N, i 


[IL 


(|. (v. CD) da) > (J, (oco) -9». (4,24) 


4 D*- ñ D, D*= Ú D5, W D,*cD,* c--cD*, 
n= k nai 
D*cD.,JjE B. lim mes D*=mes D*, Bill, #W@BN,> 0, 
E n>N: tt, CB 


(|, [oo(xz)]2dx) > (|. woda) 


1 
2 


> (f sco aa)! =. (4.25) 


由 DD。 的 定义 易 知 GoCD*， 从 而 
(| oaz) > (| oda) 
=a. (4.26) 
由 (4.24)、 (4.25), (4.20 ERTA, 4 n>max (N ,, N yB 
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; E " 
( Cv,GO3! dx) >h, (4.27) 
由 (4.23)、(4.27) 两 式 ， 有 
U Ch) o Mul — (2 — M*) =- Mt 
Gu omari LN BD 今 n->c0, 可 知 lim V(h,) = 一 00。 


此 与 (4,20) 式 也 盾 。 因 此 ， 对 态 , 的 任何 有 限 维 子 空间 EE。， 集 
RE NEH IYO 0) WEA RH. 

根据 附录 定理 3.9, 罗 在 互 , 中 有 无 穷 多 个 非 平凡 临界 点 Va" 
Cn 二 1,2,…)。 仿 定理 4.4 的 证 明 可 知 右 J* 丰 9， 并 且 g*= 
态 y* 是 方程 (4.15) 的 韭 平凡 解 。 当 y, tet 时 ， H y*n" 
€H,, 0*—b,* «05H GO 9,9) x0, M e. Sep, *. XE 
明 方 程 (4.15) 有 无 穷 多 个 非 平凡 解 。 当 天 是 正定 核 时 定理 4.5 
dk. 

设 天 是 拟 正 定 核 。 由 定理 1.4 的 证 明 可 知 ， 只 需 证 明 Jy E 
(1.290 有 无 穷 多 个 非 平 凡 解 即 可 。 由 (4.16) 式 知 


HANE -u i fin, —u)e —u- Tu) 


=— f, (x,u), (4.28) 
由 (4.17) 式 可 知 ， 对 xEG， 一 致 有 
im Hie Ha fuam 
"E: Lim [e u) — co, (4.29) 


由 定理 1,4 的 证 明知 (1,.30)、(1.33)、(1,34) 式 仍 成 立 , 注 意 到 

KJ 762: & A- HERR IE SE EL JESETETRLT, JRERBRLQAAL, 

全 连续 ， 故 由 前 面 已 经 证 明 的 结论 可 知 方 程 (1.290 1E L, 中 有 
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无 穷 多 个 非 平凡 解 ,由 第 三 章 引 理 3,8 即 知 , TER CAL 10 TEL, 中 
有 无 穷 多 个 非 平凡 解 . 证 完 ， 

BH  JDocrepuuk-IiluupeaswaniüjhiJI,A, Jloczr- 
epuukf 4 249JI, A, ]Tiocrepuzux, JI,U, IIInsgpeasuan( 1 ) 
首先 建立 起 来 的 。 这 一 理论 经 过 许多 数学 家 的 努力 ， 已 有 了 非 
常 广 泛 的 发 展 (参见 张 茶 庆 [ 1 ]。 

定理 4.2 和 定理 4.4 选 自 M,A。,KpacHocenbcKUH 贡 [ 1 ])。 定 
284,5 E RAKA C30 EUR B. 
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第 八 章 “Volterra 型 非 线性 积分 方程 


在 本 章 中 ， 讨 论 形 如 
X(t)= h(t)+ | kdsssxCs))ds 


的 非 线 性 积分 方程 ， 其 中 x() 是 未 An 函数。 这 类 方程 称 为 是 
Volterra 型 非 线性 积分 方程 。 


$1 Volterra 型 非 线性 积分 方程 
的 可 解 性 与 解 的 延 拓 


考察 Volterra 型 非 线性 积分 方程 e 

xa) ek) [kiss x) ds 4x(D， G0. (1.1) 
在 本 节 中 ， 使 用 下 列 假设 ， 

1 是 定义 在 [ 0 ,十 co) 上 的 连续 函数 ; 

2**j 0 <s=<t<+co,uCR1,RG(,s,u)22 3 (t1,s,u yn 8, 对 
任何 固定 的 (1,5) ,Rs 关于 ! 连 续 ， 并 且 当 s 盖 1 时 RGt， s, u) 
=0; 

3" 对 任 给 !> 0 ,c> 0 ， 都 存在 可 测 函 数 m(t,s) ,使 得 

|RG(t,s,u)|<m(G,s), 0 <s<i=b,l|u|<c, (4.2) 
su Í| ma, ods] 0 <i<b}< +o; (1.3) 
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4" 对 (0 ,+co) 中 的 任何 一 个 有 界 闭 区间 7 及 任 给 c, > 0 , 
tÍ 2 0 ,都 有 
lim supi |. IkCt,s,pG)) — hRCto us, eCGOD IdsIpECd), 


1— tao 
lol<c }=0, INT 

显然 ， 如 果 当 0 xs co.uCR'Bb, ka, s, ER, 
则 &(ts,2) 满 足 上 述 假设 2 —4. 

定理 1.1 设 假 设 人 一 4 满足， 则 存在 6> 0 及 定义 在 [0 
B) 上 的 连续 函数 x*(1) ,使 当 0 BB. x*OOREJI BRADH 
fü. 

证 —c,= 1 Tmax|h(D], J=(0,1),t = 0. 


RCTy e supl | Jks coo ids] 0 «t«T ,e€C(0,1», 
iglsoc, 
则 由 假设 和、2 可 知 ， 必 有 JimR(7) 一 0 RAEO, 10, 使 得 
当 0 <T<p 时 ，R(T)<1. $ 
D-(e€cc 0 ADIPO- 1) 
则 D 是 Banack 空 间 C([ 0 ,6]) 中 的 有 界 凸 闭 集 . 任 给 pED， 定 
义 
Te) 一 AD 十 | kaspo ds (0 «ts. 

由 c, 的 定义 可 知 当 pED 时 1p| 专 ci, 因此 

ITec) - ho Smax| Actsse(s)) Ids R(D« 1, 


TETWDAD. 
任 给 mED,1EC 0 ,83,1- ó€( 0 ,£0 7H 
ITpa c0) —Teco| «|ha-9) —h0)| 
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+ | 1Ika+d,s,0(s)) ks pds, (1.5) 
由 假设 4 "可知 对 26E 忆 ,一 致 有 

lim [^ aC ,5,905)) — ks, (i) |ds= 0 
注意 到 limlA(t+9) 一 AD1= 0 , 故 由 (1.5) 式 可 知 ， XIpc D, 
—Sütifrlim [Tec 0) - Tec [20., IE XE SITODDCD, $k 


7T(D) 是 (0 B). 上 的 一 致 有 界 的 等 度 连续 的 函数 族 . TE, 
TD 一 D 是 一 个 紧 算 子 . 
设 p.-ED,goED,19, 一 po1-> 0. 对 固定 的 EC O, p) HER 
设 2" 可 知 ， 对 每 一 个 sE[5 0 ,四 ,有 | 
lim&t, $,9.,(5)) S R(t,s,qo(s)). 
HR aca ñ 可 知 ， 存在 可 测 函 数 m(#s)， 使 
[kCt s pS) | Sm(t,s), | 0Oss«tsf,nz1,2,, 
IEC, s pols | &mQG,s), 0 xsxti«f, 
由 于 m(t,，)EL(C 0 , 门 ), 故 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 可 知 


limf! k(t,s, @,(s))ds= | k(t,s,p (s))ds, 
m — °° 0 0 


因此 ， 对 每 个 固定 的 i€[ 0 ,22, 
limTo,() =Tp (t). 

注意 到 {7T9,1n== 1，2 ，…} 是 等 度 连续 的 , 故 易 知 在 C(( 0 , 80) 
的 范 数 下 必 有 lim7w, 一 Two， 即 7， 刀 一刀 是 连续 算 子 。 根据 
Schauder 不 动 点 定理 ， 即 可 知 必 存 在 x**(1)ED, 使 得 当 0 志 1! 所 6 
时 ，x*#( 四 是 方程 (1.1) 的 解 ,证 完 。 

为 了 研究 方程 (1.1) 解 的 唯一 性 ， 使 用 下 列 假设 ， 

5 对 [0 ,十 co) 的 任 给 有 界 闭 集 1 , I 上 的 任意 连续 函数 p 及 
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lim | (hG,s,qCS)) —h,,s5,9(S))3ds— 0 ; (1.6) 
I 


t>to 
6" 对 任 给 ! ,> 0 ,c,> 0 ,都 存在 可 测 函 数 m, (ts)， 使 得 对 
0 <s<t<b,K4F25|u,|<c,,lu,| o RE 
|RG(t,s,u,)—R(t,s,u,)|<m,G,s)|u, —u,|, — (1.7 
并 县 对 每 一 个 1EC 0 ,b,),m,(t,s)C€CL((C 0 ,£), 
lim m+6,s)ds= 0, (1.8) 
—02 1 
定理 1.2 设 假 设 1" .2"、3"、5" 6" 满足 .又 设 对 每 个 由 假设 
3" 确 定 的 m(t,s) ,都 有 


lim m,sds- 0. (1.9) 
0 


t—>0* 
则 存在 6> 0 ， 使 方程 (1.1) 在 [ 0 ,86] 上 有 唯一 的 连续 解 . 
证 令 c=c:= 1 +max|h(D|, b=b,=1, mG, s 和 


mi(t,3) 分 别 由 假设 3° 和 假设 6° 确定 ， 取 bE( 0 , 1)， 使 得 
fme, sds< 工 ， [meos 1 0.10 
对 任 给 IE[ 0 ,B] 成 立 . 在 Banach 空 间 C(C 0 ,B)) 中 考察 算 子 
Tec 一 AD 十 | css ec)ds, 0«t«f. 
4D-1(e€C«0,8»lloX(0—5h0)1 1),8o0€D,. Wr 
t€( 0 p), A . 
To hI S| Ika, s, vs) dss 


| ma, yas < 1. (1.11) 
0 


当 gED,tEC 0 ,01,t+óC€( 0 ,BJ 时， 有 
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|ToG+6)—Te(D |< |hG-+ó)— hO) | 
8 
+| caedis, ot -kasoe ds , 


故 由 假设 1 .5 可知 ， 对 任 给 IEC 0 A, 
lim|TeQG40) - Tp(D|— 0, 
t-0 
RITe€eC(Co, 85. Bigict 1050 Tec D, IT. D- D, 
ivo,€D,o,€D,t€CO t), Dn 


ITo (0 -Tp A)| <f |RG,s,0 ,(s))—RG(,s,p, (s) ) lds 
<| mo) pa ds<lp pal m a, 9ds 
<1ləe, ol. 

Hie, To, -To <io, 一 2:1. 根据 压缩 映射 原理 可 


方程 (1.1) 在 [ 0 ,6] 上 必 有 唯一 的 连续 解 ,证 完 ， 
定理 1.1 和 定理 1.2 都 是 局 部 性 的 存在 定理 ， 它 们 只 断定 了 
方程 (1.1) 在 局 部 上 有 解 .下 面 证 明 在 定理 1.1 和 定理 1.2 的 条 件 
下 ， 方 程 (1.1) 的 解 可 以 延 拓 成 为 他 和 解 。 

定理 1.5 ” 设 定理 1.1 的 条 件 成 立 。 设 当 0 xo, EX 
在 [ 0 ,c) 上 的 有 界 连续 函数 x*#( 力 是 方程 (1.1) 的 解 。 则 必 存 在 
ao 之 a 及 定义 在 C 0 ,ao] 上 的 连续 函数 x**(f) ,使 得 

(i) 当 0 «t« alt] ,x**()- x*(1); 

(让 ) 当 0 <<t 和 ao 时 ，x**( 力 是 方程 (1,1) 的 解 ， 

证 6M-max|x*(O| «oo. (t, 4848 

0 Zh ert en ena, 

3 Hlimf,— a, im ni, 有 


知 


` 
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fm fn 
| k(tnss, x*(s))ds— | kG1os,x*(s))ds| 
1Jo0 40 
fm 
=|| (RG.,s,x*(s))— Gas s, Cs)) ds| 
0 


«sup[ [^ |A(,,5,9(5)) Ks, 9G) lds | eg€C(C0,a)); 

| lel«M| 
«supl |" [EC 5 G2) — ks, eG) | ds| PECCO, 23), 

lel M] 
<supf f^ [kG s p) ) Casp) ds | €€CCC0 a2), 

loli M] 
sup] | 18t,s 00) klass, e) lds | v COH» 
IpI <m}, (1,12) 

利用 假设 4 ， 由 (1.12) 式 可 知 ， 必 有 


tn ta 
lim| | RS， x*c»ds- | Rsssse(s))ds| 一 0。 
0 0 


m= 
n= 


注意 到 lim|h(,) 一 h(t,)|= 二 0， 故 有 


n— o° 


lim[x*(4,) —x*G,)|= 0. 
m-0 
n0 


根据 Cauchy 收 敛 原则 ， limx*(#) 存 在 .因此 ， 下 面 我 们 认为 
x* (t désg SECO ,a) 上 的 连续 函数 (Uf xt Ca) —limx* (D) 
即 可 ) 。 令 

huhtta) + | katas tCs))ds, (1,13) 


考察 方程 
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th, (D+ | ki+a,s+a, yids, (1.14) 
0 


HE BEA? Ah, (DEC 0 ,十 co) 上 连续 ， 显 然 ， 方 程 (1.10 Aj 
足 定理 1.1 的 全 部 条 件 ， 故 由 定理 1.1 可 知 存 在 6> 0 K(0, 8) 
上 的 连续 函数 y*#( ,使 当 0 <t< 8, y*( DEHE (1.14) 的 
解 ， 4a,-—-acf, 
x*(1), 0 «t-Calj, 
xol 
y*(t—a),axitxza,Hj, 
则 显然 zx** CO RETE ECL. D BI RE EC 0 ,co] 上 的 连续 解 ,证 完 ， 
用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 
定理 1.4 设 假设 1 .2" .3" .5"、6" 满 足 ， 又 设 对 每 个 由 假 
设 3 确定 的 m(t,s)， 


lim| mT a, syds= 0 (1.15) 
T 


t—0* 

关于 7 了 在 C0 ,十 oo) 中 的 每 一 个 有 界 闭 集 上 一 致 成 立 . WO 
t-alif, 4g Xd4ECO ,a) 上 的 有 界 连续 函数 x*(1) 是 方程 (1.1) 的 
解 ， 则 必 存 在 co>c 及 定义 在 [ 0 ,aoJ 上 的 连续 函数 x**(1)， 使 
得 

G)35 0 «t-aHj, x**(0-x*(0; 

(ii) 当 0 «tall, x* * C) RETE ECL DIR RS 

GiDER Fx** OD ELA, ZEÉREGLLDECO ,co] 上 没有 其 它 的 

定义 1.5 ” 设 定义 在 C0,a) 上 的 连续 函数 x*(1) 是 方程 (1,1) 
的 解 ， 又 设 下 列 两 种 情况 之 一 出 现 ， 

(i)Qa= +co; 

Gi) limlx(f)|=+%, 
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Jj x* C RO E 71 6 CL. 10 BS TRUE RR CO. ,a) 称 为 是 饱和 解 x*(t) 
的 最 大 存在 区 间 . 

定理 1.6 设 定理 1.3 的 条 件 成 立 ， 设 定义 在 某 一 区 间 [ 0 ， 
Qj 上 的 连续 函数 x*(t) 是 方程 (1,1) 的 解 , 则 一 定 存 在 方程 (1.1) 
的 饱 利和 解 x**(7)， 其 最 大 存在 区 间 为 C0 ,ao) 二 [0 a), FA 
当 0 <t!t=<caBf, x**(0)= x*(G1), 

证 < Z RB F2JEEBE AJPK SE A: xCO 是 定义 在 某 
一 [068)2560,c] 上 的 连续 函数 ， 当 0 «iB, xO) TIR 
(1.1) 的 解 ， 并 且 当 0 «toj, x(D-—x*(0, 根据 定理 1,3 易 
知之 关 凶 .在 过 中 定义 半 序 关系 如 下 ， 著 xi OEEO, A.) 
上 ，x: (定义 在 [0 ,6:) 上 ，[0 ,pc[0，p8:)， 并 且 当 !E 
CO, DER, Ax (=x A), Mx <. 显然 在 该 半 
序 *<” 下 ， 达 形成 一 半 序 集合 . 设 I= {xy(1)EZ1yET 厂 ) 是 蕊 中 
的 全 序 子 集 ，x,() 的 定义 在 区 间 为 C0 , 80, 4CO, 24) — U 
COB), XHERICCO a), D3EfE3ty CI, BECO Bs, 
IERI XE Yx (t) = xvo (t). BAR x (OECO ,az) 上 有 定义 ， 并 且 
x40)€ X X BAR (D 3 ZI — EAR. 因此 ， 了 中 的 每 一 个 全 
序 子 集 都 在 中 有 上 界 ， 根 据 Zorn 引 理 ，S 必 有 极 大 元 , W 
X 轴 (1 是 之 的 一 个 极 大 元 ,其 最 大 定义 区 间 为 [0,ao) ， 则 x#*#(1) 
显然 是 方程 (1.1) 的 饱和 解 ，[ 0 ,0,022C0,02 ， 并 且 当 0 < 
gq 时 x**(t) =x) E. 

定理 1.7 设 定理 1,4 的 条 件 成 立 ， 则 方程 (1,1) 必 有 唯一 
的 饱和 解 ， 

这 一 定理 的 证 明 与 定理 1.6 的 证 明 类 似 。 

下 面 ， 在 定理 1.6 的 条 件 下 ， 进 一 步 研究 方程 (1,1) 饱 和 解 
的 性 质 ， 
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对 任 给 ! 宇 0 ， 定 义 
K(1)= (xCO [24 0 三 3 志 ! 时 ,x(s) 是 方程 (1 ,1) 的 连续 解 }。 
(1.16) 
对 任意 7 之 0， 定义 
K*(T)- UK(D, (1,17) 


0<t< 


为 了 研究 天 *(7) 的 性 质 ， 先 证 明 一 条 引 理 . 
221,8 设 久 (tf,s,w) 满 足 假设 2*、3"、4° ,又 设 下 列 假设 成 
X: 
7^ [E48 653579 0 ,c> 0 ,极限 
lim 1Kd+asp(s)1ds= 0 


关于 0 <t<b#lg(DCC(( 0 b+ 1),[ 一 c,c)) 一 臻 成立， 
则 对 任 给 wo> 0 ,so> 0， 必 存在 0 <8<1, 使 得 只 要 0 <a 
=a, h (0€CCO,8),|] (bj 委 so，x(fa) 是 方程 

x(t, =A (H + | Rass+asxGya))as (1.18) 
的 定义 在 (0 ,6] 上 的 连续 解 ， 就 必 有 

|xGt,a)|<2e,,v 0 «t«f. (1.19) 

XE 取 c=2e。， 根据 假设 i”"， 存 在 0 二 6 二 1， 使 得 只 要 

0 xaxa, 0 «t«B,o9€C(C0,83,0—0,0), WMA 


f. |kCt- a ,s- a,9(s3- a)) |ds 


= [etas eG» lds<e,, 


设 x(t,a) 是 方程 (1.18) 定 义 在 C0 ,rjcC[ 0， pb) 上 的 连续 

解 。 因 为 |x(0 ,a0)|=|h(0)|<e。， 故 存在 o>> 0， 使 得 当 

1C( 0 ,to0) 时 ,有 |x(t,a) | 二 2e6 ,如 果 to <, |x(to， a) | — 285, 
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Ped t 
|xCG,,00| <|] h (to) EIN |kCts Fasc a,x(s--a))|ds 


«eod £9 — 289, 
产生 矛盾 ， 这 表明 只 要 x(t,a) 有 定义 ， 并 且 0 «eB, 就 必 有 
|x(t,a)| 过 2e6 .根据 定理 1,3，x(i,Q) 必 然 在 整个 (0 B) ER 
定义 ， 证 完 。 

定理 1.9 设 假设 二 一 人 和 假设 7 成立, 则 存在 常数 wx 之 0， 
满足 ， 

(i) 对 任 给 0 <a<a*, K*(ca)j&R' rpg, 

(ii 如果 ce*<<+co , 则 必定 存在 方程 (1.1) 的 饱和 解 x*(1)， 
使 得 从 (六 的 最 大 定义 区 间 恰 好 就 是 C 0 ,oa*) 。 

证 首先 证 明 必 存在 p>> 0 ， 使 得 KK*(B) 是 R! 中 的 紧 集 ， 
FKE, c, =max|h()| + 1 ， 在 假设 4 P, $J=C0,13, 
to= 0， 则 由 假设 4 知 ， 必 存在 6>> 0 ， 使 得 只 要 0 <<, 
PECO, 12, lote, ,就 有 

f [RCt,s,oCs))|dsc 1, 


4 —fminl1 0) RILO ETECO. BI a ff, 其 最 大 存在 区 
HACO, T). &t*—suptt; [HECO ti JRT, 8 1xX(D e.t, 
则 显然 六 > 0 ， [x (*) | =c, E B, WU 


1 
xe hat | IK (*,s xi ldsc 1. 
0 


kaxa) | 6, FE. Ap ARRA CRI RE 381,60 x (D 必 

在 (0 ,B) 上 有 定义 ， 并 且 对 仔 给 0 EB, IxiD|I xou. 所 以 

K*(pB) 是 R! 中 的 有 界 集 ， 再 证 长 *(B) 是 R! 中 的 闭 集 。 设 x,(1) 

(n= 1 ，2,…) 是 方程 (1 .1) 的 解 ，{,EC 0 ,Bln= 1, 2,7), 
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Go. d>. BIAK*OQYXNES, dani np, 
ADEO, A 上 的 一 致 有 界 的 等 度 连续 函数 族 (参见 定理 
1.1 的 证 明 ) ， 因 此 ， 必 存在 {x,( 轨 ?的 子 列 ， 不 失 一 般 性 ， 假 
定 就 是 {x,(1)} 本 身 ， 在 [ 0 ,Pl 上 一 致 收敛 于 某 连 续 函 数 X。(1)， 
Jb SR xo (力也 是 方程 (1,1) 的 定义 在 [ 0 ,8)] 上 的 解 ， 由 {x()} 的 
SEERE, x= limra) =X), BIx'CER* (D, F 
EK* OER PHAR, ANERER. 

4a* —sup(fz 0| K* MÆR HIRE. BAZ" 
£ECIONM. 下 面 证 明 结论 (ii) . 设 c*< + co .于 是 存在 方程 
(1.1) 的 解 序列 x,(1) (m= 1 ,2,…) 和 {EC0,Q*)(m 二 1 ,2,…)， 
使 得 ,>a*, x0, | 一 十 0, 由 a* 的 定义 知 对 每 一 个 %，KK*(4,) 
是 R! 中 的 紧 集 ， 利 用 假设 4 可 知 ， 在 每 一 个 C0 SG 上, UO) 
是 一 致 有 界 的 等 度 连续 函数 族 。 利 用 “对 角 线 方法 ?容易 证 明 必 
存在 C0 ,a*) EDU XE SE BRUN o CO JG, C HS 9 A P9, RA 
AE, T ELBURUU RE Gn OO )2R EE BEBE O , a*) 的 任何 一 个 
闭 子 区 间 上 ，x( 引 都 一 致 收敛 于 xo (1)。 显 然 当 0 «rco, 


x. (lt) 是 方程 (1 .1) 的 连续 解 . 
下 面 证 明 
lim|x (|= +co, . (1.20) 
i>qa* 


事实 上 ， 如 果 (1.20) 式 不 成 立 ， 则 由 定理 1.3 可 知 ， 必 存在 co*# 
Da* RENTEL O ,ao 的 上 上 的 连续 函数 xo* (OD, B0 tat, 
Xo*(t) 2 xo), A 0 xt«a,*HBj, xQ*(O) 是 方程 (1.1) 的 
解 ， Ra, =at,e| = 1, 
Ka, s 1 kd, s MNA $,X9*(s)) 
则 名 (1,s,t) 也 满足 假设 2°、3°、4 、7° ,对 O,S, u) 和 ao 二 a*， 
€, 1 ， 应 用 引 理 1,8， PN 0 «fi«min(1,a,* —a*), 
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使 得 只 要 0 <a<a,, k CDECE 0 ,0),| h (D | es, xG, o) 
方程 

x(,2) — h (D 十 | Ratasta, ods (1.21) 
的 定义 在 [ 0 ,BJ 上 的 连续 解 ， 就 必 有 

|xG(t,a)|< 28; = 2 ,v 0 «t f, (1.22) 

任 取 0 <c<a* 一 有 .对 每 一 个 自然 数 m， 令 

y,(1) = x,(t+ a)—x%*(t-+a), (1.23) 
则 有 

YDAW) + asas asy ds, 


其 中 
rao = [Citra a) m hd ass xt 22d, 
(1.24) 
BjXXH€CO,a), Mim-ooB], x,G)—80 SCPxo*O), 
并 且 h(t,s,4) 关 于 4 连续 , 234 0 sol 
limk(t+a,s, xX,.(s))=Ek(t+a,s, xXxo*(s)), (1.25) 
当 0 <!<aB(x,(D|m= 0 ,1 ，2 ,…} 是 一 致 有 界 的 ， 故 由 候 
设 3" 知 ， 存 在 可 测 函 数 m(i,s)， 使 得 对 一 切 0 <s<a, 0 << 
B&m-—0,1,2,-,8 
|k(t-Fa,s,x, C) | Sm(i+a,s), 
ZE, ma, JELO ,a) .根据 Lebesgue 控 制 收敛 定理 ， 由 
a. 24). (1. 25) 两 式 可 知 ， 对 0 <:!<80, fiim, 0-0. H 
hn (t) 的 定义 易 知 ， CR ODOYEECO ,6] 上 是 一 致 有 界 且 等 度 连 续 
HU, Wk h COTECO ,BJ 上 一 致 收 但 于 0 .所 以 当 m 充 分 大 时 ， 有 
LÀ D [eo 1, VI€CO ,). 
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因此 ， 根 据 (1.22) 式 可 知 ， 当 mr 充分 大 时 

IXE) —x,O)|x 2 ,Ya<i<atp, 
所 以 ， 对 充分 大 的 m， 

(Xalta) < 2 +supt|xos(| | 0 tas, 
但 另 一 方面 ，limjxu(tn)| 一 十 ce. 这 是 一 个 矛盾 ,因此 ，(1.20) 
式 成 立 ， 证 完 、 

以 上 讨论 都 是 对 方程 (1.1) 进 行 的 .事实 上 ， 本 节 的 结论 ， 
对 更 广泛 的 Volterra 型 非 线性 积分 方程 组 也 是 成 立 的 ,考察 
Volterra 型 非 线性 积分 方程 组 
x O =hD [tussi G2 GO o (03d, 
i=1,2, n, (1.26) 
XO = GO ,x,(D xG), HO) 9 (4,00, hOD, 
Vu) Kus XD Gu Gus X), hu, XD b, (658 XD, 
则 方程 组 (1,26) 可 以 写 为 与 方程 (1,1) 类 似 的 形式 
XW=HD+| Ks, X 6ds, (1.27) 


不 难看 出 ， 本 节 的 全 部 结果 ， 都 可 以 对 方程 (1.27)， 从 而 
对 方程 组 (1.26) 建 立 起 来 。 同 样 地 ， 本 章 以 后 各 节 的 大 多 数 结 
果 ， 都 可 以 平行 推广 到 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 组 上 ,对 此 ， 
本 书 以 后 不 再 说 明 ，。 

附注 数学、 自然 科 学 和 工程 技术 领域 中 的 许多 问题 ， 都 
可 以 归结 为 Yolterra 型 非 线性 积分 方程 的 研究 。 例如 ， 众 所 周 
知 的 常 微分 方程 初 值 问题 的 研究 ， 就 可 以 归结 为 一 个 等 价 的 
Volterra 型 非 线性 积分 方程 

关于 Volterra 型 非 线性 积分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 有 
着 广泛 的 研究 。 关 于 这 一 方面 ， 可 见 C.Corduneanu[4] L5), 
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R,K,Miller( 1 ),R.K,.Miller 和 和 G.R,.Sellf 13,0223, J.A. 
Nohel( 1 J.C 2), T,SatoC 1 2f2D, WilletC 1 2, kih, 36 
JK,P.M.Anselone (12 。 不 利用 压缩 映射 原 理 而 获得 的 关于 
Volterra 方 程 解 的 一 个 唯一 性 定理 ， 可 见 J.JH. Roberts 和 W 。 
R.Mann[ 1 ] 

本 节 中 关于 Volterra 非 线性 积分 方程 解 的 延 拓 和 人 饱和 解 的 
儿 个 结果 (定理 1.3， 定 理 1.4， 定 理 1.6， 定 理 1.7) 是 常 微分 方 
程 理 论 中 相应 结果 的 推广 和 一 般 化 。 

5S1. Xd WS XRIK.MillerfaG,R.Sell ( 1 1⁄4 
EK T.Sato( 1 2. 


$2 Tonelli 方 法 


本 节 利用 Tonelli 方 法 研究 Yolterra 型 积分 方程 
sx 一 MD 十 | Mssx(s))ds= Ax(D) ECO D (2.1) 


解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 并 给 出 求解 的 方法 . 
取 0<a<1, 令 


ht), 1€( 0 ,a) 
_ " (2.2) 
Asini n h,s,xCS))ds,t€Ca, 12, 
首先 直接 作出 方程 
xt = A,x(t) (2.3) 


的 解 x*(t)，、 然 后 证 明 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 当 a-> 0 BP, xr 
一 致 收敛 到 方程 (2,1) 的 一 个 解 x*(t)， 
引 理 2.1 WACCCO, 1 ), 50,5 1)281€CC 0 , 1 2,5€C0, 0D, 
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uCR 时 连续 , 则 对 任 给 0 <a< 1 ,4,BRCCO. 22ACCO, 12 
连续 ， 

证 ANHBRC(0,1JACCO ,1 是 显然 的 .下 面 先 证 4. 是 连 
续 算 子 ， 设 x.EC[ 0 ,1 ，xoEC[ 0 , 12, x,xo. M> 0 , {E 
|x,1=<o, Ixolso.HrTRG, su TEICCO  12,5€CO ,1)， lul 
=p E — BGR, W 

lim|.A,x,— Asxol 
«lim max lk@, $,X,C9)) — h(t,s, xo (s))| = 0 

BIA IE YESRSRT UE A E Kf. FXE, [EEUGDED 0, 
FEM, max |RG sn], 则 M,< 十 ce 。 于 是 对 任 给 x(DE{xE 


s£[0 t] 
lul<r 
CL0 ,1)|1xl<r}， 有 
lA,x|=max |AxG)|<lh|-+M.. (2.4) 


另 一 方面 ， 对 任 给 x(DE{xECC 0 ,1 Ix) 0 xt < 
1,<1, # 
LA XO) — A,x(t,)| < 


JAG —hO,)],. %40 <t, «t Sah, 
i2-a 

| TAG) ht, l+ IN |ËGt,,s,x(s))|ds, 

H 0 


当 0 <t, Sa<t,=< 1 Bf, 


f2-a 
s ° |A(t,,s,x(s))|ds 


ti-a 


1 Ih - AO I+ | 


ti-a 
+Í [RG ,s,x(s))—RG, ,s,x(s))|ds, 


Mss. 


HFR, s u) MECO, 1 3,5€C 0 ,0, Ju] ril I] — mox 2 
性 及 h( 四 在 C0 ，1 ] 上 的 一 致 连续 性 ， 故 知 4. 把 函数 集合 (x€ 
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CL 0 ， 1O 1x1s”y 映 为 等 度 连 续 函 数 族 . 再 注意 到 (2.4) 式 ， 
即 知 4. 把 {xECC 0 , 12] 1xl<*) 映 为 相对 紧 集 . 故 4 是 紧 算 子 。 
EZ. 

512.2 hECLO, 1J, RG(t,s,uy344€C( 0 ,DD,s€Co,D, 
ME( 一 sp, 十 co) 时 是 连续 的 ， 则 对 任 给 r>> 0 ， 都 有 


limsup | Ax— Ax] = 0. (2,5) 
o0] xi xr 
证 &M,-max|RG, s.m] WM, <+, 3, 

t€(0,1) 

se( 0,0 

Jujar 


| assesrs)) lds G€C0,a2) 
sto Asl ul 
| l&G,s,xCs))|ds | (€Ca, 13 


<Ma. 
故 (2.5) 式 成 立 , 证 完 . 
当 a=, TAMRINA 可 以 用 初等 的 方法 作 


出 。 这 个 方法 即 所 谓 的 Tonelli 近 似 序列 方法 ( 亦 称 Caratheo- 


dory 近 似 序列 方法 》. 其 作法 如 下 ， 当 1EC 0 lom, sx 
xi) =h). (2.6) 


用 归纳 法 ， guests 0, 1 (1, 2] [1 3] 


n n n 


中 的 值 已 经 确定 ， 当 !E| 过， 芝士 芋 时 ， 定 义 


x*ü =M | ss (s))ds, (2.7) 
0 


显然 ， 当 ;一 ?一 工时 ,xx#( 区 在 (0 ，1 ) 上 就 已 经 确定 ， 并 
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HX? 是 算 子 -44 的 不 动 点 .下 面 总 假定 从 是 由 (2.6)、(2.7) 式 
定理 2.5 WACCCO, 1), RGt,s,u)341€( 0 ,1),s€C(0,13, 
ME( 一 ,十 c2) 时 连续 .又 设 存在 pc> 0, fiIxT IxpCn- 1, 
2 +). Ml 
(Gilim|.4x*—x,*|= 0; 
GD(x* | n21,2,-) ECCO, 120 BXE, HEEK 
任何 极限 点 都 是 4 的 不 动 点 ; 
(iii) 著 4 在 {xECC0 , 12| Ix co p dt a cti, 则 
x,* C) — 8c 9f Sj x (1) 
证 因为 x 二 Aixx#， 故 由 引 理 2,2 可 得 
lim] Axt —x* j= lim LAxf -Axt |=0, 
GOJdEUE HP 3XESR, UCAxT |n= 1,2 ECCO, 13 中 
相对 紧 . 故 由 结论 (i) 知 {x# |n= 1,2, ECCO, 12009. 
紧 . 车 {x*} 的 菜子 列 {x* } 收敛 到 x*， 则 出 结论 (i 知 x* 是 4 的 
不 动 点 .(ii)、 获 证 .由 (i)、(ii) 立 即 可 得 结论 (iii) .证 完 。 
由 定理 2.3 可 以 知道 ， 为 了 寻求 方程 (2.1) 解 的 存在 性 条 
件 ， 可 以 从 寻求 xfH[n— 1,2 ,…} 有 界 的 条 件 入 手 ,为 此 ， 
首先 考察 方程 (2,1) 的 一 个 特殊 情况 ， 即 
xa) us | ROF) ds, 0<t<1. (2.8) 


5182.4 设 尺 (tb) 非 负 连 续 ，jFz) :[uoy 十 ce) 一 (0 ,十 co) 
连续 。 设 下 列 条 件 成 立 ， 


1 oo 
dic 一 二 -du 
[RO t< m TGD u (2.9) 


则 方程 (2.8) 在 CC 0 , 12 中 必 有 了 唯一 解 x (1), x(O 连续 可 
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微 ， 并 且 
x()2u, (0<t<1), (2.10) 
证 设 x() 是 方程 (2,8) 的 一 个 解 ， 由 (2,8) 式 知 ,xX CU 
必 和 连续 可 微 ，x (0 )=w。 ,并且 


dx (t) 


di = R(t)f (x (0). (2.11) 


于 是 ， 


t t 1 — xU 1 
a- [yd [^ LL 
f Ro t f. Ka» d x(t) ñ fa du, (2.12) 


s= | quy du i P f O0 GERE, 故 g(4) 严 格 
单调 上 升 且 连续 可 微 . 由 (2.9) 式 ， 必 存在 忆 us Bl 


1 Ul 
R(G)dt— g(u, -| oq 
[ROWdt= gu Fay d 


于 是 ，g(w) 单 调 地 将 Cu。， «OB 0, fi Rat), 而 (2.12) 
式 变 成 
gat» = | goat, (2.13) 
Bua io H| 0, [ Raya] mois, a), @ 
由 (2,13) 式 可 得 
— "n t 
x cog" (| moa), 0 xix 1. (2,14) 


这 表明 若 方程 (2.8) 有 解 , x (1), 则 该 解 必 可 以 表 成 (2.14) 式 的 
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形式 .因此 ， 若 方程 (2.8) 有 解 , 则 解 必 唯一 存在 .下 证 由 (2.14) 
式 所 表达 的 x (7) 确 是 方程 (2,8) 的 解 ,事实 上 , 利用 反 函 数 微分 
公式 ， 从 (2,14) 式 可 以 得 到 


ALOL ROSEO), (2.15) 


再 在 (2.14) 式 中 令 := 0, 4&x (0 )=g''(0 )=uo x(t) 
满足 (2.8) 式 , 即 x (1) 是 方程 (2.8) 的 解 。 由 于 (2.15) 式 右 端 非 
负 ， 故 x (024 t 不 减 . 注意 到 x (0 )=uo Wk (2.10) RÈ 
立 .证 完 ， 

用 完全 类 似 的 方法 ， 可 以 证 明 

5182.5  WROMECO, 1] 上 非 正 连 续 ，f(w)， (一 co， 
Wo] 一 (0 ,十 %) 连 续 , 设 下 列 条 件 成 立 ， 


PIRO at [^ 1 d 
N (t) < _ fa» u, (2.16) 


则 方程 (2.8) 在 CC 0 ,. 1 ) 中 存在 唯一 的 解 x (D, x (1) XE SET 
微 ， 并 且 
x)ü (0<i<1)., (2.17) 
下 面 讨论 方 程 (2.1) 解 的 存在 性 . 
定理 2.6 RAGO)€CCCO, 1), k, s, 0IICCO, 1), 
s€C 0 ,£0,u€C— oo, + co) 3E AR, 3EWS RE 
| A1, su) | < R(s)f(]su]), (2.18) 
其 中 RCs) 非 负 连 续 ，f (2):[ 0 ,十 cc)-~>(0， 十 ceo) 连续 上 且 单 调 
上 升 ， 并 满足 Gulp . 
[Roos | (2.19) 


则 方程 (2.1) 在 CC 0 , 1 ) 中 至 少 有 一 个 解 。 
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证 出 (2.19) 式 及 Rs .Fo 的 非 负 性 ， 可 得 
IN Reyds= | Re ds <|” jay” 


- uo 


=| pup” 

因此 ， 根 据 引 理 2.4 和 引 理 2.5， 方 程 

xa) ut | ROSC) ds (2.20) 
有 了 唯一 解 x (1) 之 uo ;方程 

x) e —u | -ROS Ix) ds (2,21) 
TER x OO xus BAfrIsusp-fca-sp, i 

x(G) --—x(), (2,22) 
BE xTOBHO.6,.( DX BUDE. TER EREL, 10, A 

e= zo. (2,23) 


Ih) |<u < x (t) 


知 (2.23) 式 成 立 。 用 归纳 法 ， 设 对 IE| o, L]... HE, 


gg 


1) c. 25 stir, TEME, 3 iti J. (2.23) 也 成 立 。 

H T 4u2 0 BJ, fe f Cu DARLES, Be H (2.23) XH 

i( 0, i 成 立 可 知 ， 当 !c| o. iJa 
faxteopsfaxe»pefczxip. 

348, sedi, HE ja, 
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1 
|x*() | | AD ri |kC s, xf G))|ds 
xu, * | RGOfCIaf ds 

0 
«ud [P ROF [x (s) |)ds= x (D, 


故 (2.23) 式 对 :| 0, iey. 于 是 对 任 给 IE[ 0 , 1), (2.23) 
式 成 立 ,根据 定理 2.3 可 知 ， 方 程 (2.1) 在 CL 0 ,1 ] 中 至 少 有 一 


个 解 .证 完 ， 

下 面 考察 方程 (2.1) 解 的 唯一 性 。 

称 R(1,s,w) 满 足 局 部 Lipschtz 条 件 ， 是 指 对 任何 p>>0， 都 
存在 N。> 0 ,使 得 对 任何 {EC0,1],sEC0,), |u, | o, Iu | <P, 
都 有 

[RC su) —kO su) SN, Iu —u,|, (2.24) 
定理 2.7” 设 &Ct，s， 纪 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 则 方程 
(2.1) 在 CC 0 , 1 ] 中 至 多 有 一 个 解 。 

证 设 x;(t) 和 x;(t) 是 方程 (2.1) 在 CL 0 ,1 ) 中 的 两 个 解 。 

令 p 二 maxtjx, 上 ,|x:1}. 取 
d-—sup(*|?4 0 «ts*l x) x), 
to 满足 0 « N,Go—d)« 1 . 则 当 1ELq ,fo 时 ， 


Ix,C0—x,Q(Q01 = | f. CA, sx, 0)) — hs, x O))Jdi 
<N, f lxi 0) — x Go idt N,GOo—d)max|x,(,—x;()]. 
d dtt 


于 是 
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max|x(t,)—x(t,)| N,G,—d)max|x,(Q)—x;,0)|. 
dst «to dito 


注意 到 NV,(to 一 d) 过 1， 故 上 式 是 矛盾 的 .证 完 ， 

定理 2.8 在 定理 2.6 和 定理 2.7 的 条 件 下 ， 方 程 (2,11) 的 
解 在 CC 0 , 1 ] 中 存在 唯一 ,并 且 按 (2,6)、 (2.7) 式 做 出 的 x*(1) 
ECO, 12 上 一 致 收敛 到 方程 (2.1) 的 RET (D, 

证 出 定理 2.6、 定 理 2.7 和 定理 2.3 即 可 推出 .证 完 . 

注 2.9 定理 2.6 中 的 条 件 (2.19) 式 是 一 个 相当 一 般 的 条 
件 ， 它 不 但 包括 了 所 有 近似 线性 的 情况 ,而 且 也 适用 于 k(t,s ,4) 
对 4 增长 很 快 的 方程 .例如 , 它 可 以 应 用 于 下 列 方程 


xD) 一 | SUID er Ods, 0«ti. — (2.25 


我 们 还 注意 到 ， 条 件 (2.19) 式 中 的 不 等 号 不 能 换 成 等 号 .例如 ， 
对 方程 


=f FUG)’ 1)ds, 0 xfíx1, (2,26) 
0 
ES R(s)= u = 0,fGD)-—4u +1, WJ 


,yy du=areteu| === | Rods; 
但 方程 (2,26) 在 CC 0 , 1 ) 中 无 解 

注 2.10 ”在 定理 2.8 中 ,近似 解 x*(t) 的 作法 与 通常 的 逐次 
适 代 程序 不 同 ， 在 求 洲 (1) 时 ,并 不 需要 事先 求 出 x#(1), x2(t )， 
es xa (1)。 因 此， 这 种 近似 方法 有 它 一 定 的 优点 ， 

附注 Tonelli 类 型 的 迭代 程序 ， 是 L.Tonelli 在 C1 ) 中 提 
出 的 。 利 用 Tonelli 方 法 研究 非 线 性 Volterra 型 方程 的 工作 见 
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J. A. Noher( 1] 和 陈 文 央 [4 2, 3€ 282,3, 2E 82,7 fu E 理 2.8 是 
B TE X 3804260. 


$3 连续 相依 性 定理 


本 节 我 们 讨论 方程 (1 .1) 的 解 对 k(t) 和 hk(1，s，) 的 依赖 关 

R. 

用 羡 表 示 所 有 的 满足 $1 中 的 假设 2 34 TRG, S, u) 
组 成 的 集合 .对 任 给 pb> 0 ,c> 0, $ 


Usb, c) supl | |kGr,s,p(s))|ds| 
0 


0 «t«b,p€Ccc0 ,63,C—0,00)), (3.1) 
Wjip(GR b,c)|b 0 c> 0 >J Y X Ef] — 4 63818, X # 
该 半 范 数 族 下 构成 局 部 凸 线性 拓扑 空间 .用 C(R+ R) 表示 一 切 
映 R1 入 RR 的 连续 函数 组 成 的 集合 . ESSO <sb<c<+co, A 
b: (@;b,c)=max|@(D |, WCCRT, PEFR Uo. (9;6,c)| 
0 <b5<c<+co} 下 也 构成 一 局 部 凸 线性 拓扑 空间 。 

定理 3.1 WGECCOR" , Rp, A ODIESET ROO, # X m, 

kts DWSUCERGO, s, DRADE 


x) mh) + f b, s,x(s))ds (3.2) 
0 


的 饱和 解 ， 其 最 大 定义 区 闻 为 C0 a). S 
a* —sup(a|3 0 «T abf ,K*(T) R' rnit 48) , (3,3) 
其 中 开 *(7) 由 (1.17) 式 定义 ， 设 0 <6<c*. 则 下 列 结论 成 立 ， 
(GM n35A) KH], Bas 
Gi)#ECO,0J ECGxT(0)|]n9 1, 2, ) R SUR FER AS HE 
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连续 函数 族 ， 

GIDE GODS FIECO, 8) E—30& SUP x* CO, 
则 当 0 «ts Bi ,x* G)& JE RE DRR, 

证 证 明 共 分 三 步 。 先 证 第 一 步 . 由 c* 的 定义 知 玉 *#*(D) 是 
玉 : 中 的 紧 集 , 取 c> 0 ,使 K*(6)C( 一 cc)。 因 为 在 并 中 心 (人 s, 
DAFL, s u), H 

lime,— 0, (3.4) 

X Bed xGEG 


es = sup iU. | (E59) — Cs pls) )ds] 


0 «t«B,e€Ccco „BI C-ese)]. (3.5) 
任 给 acE[ 0,82, XEX. 
Mte) sup] | |g(t,s,p(s)) lds|0<t<o, 
0 


PECCO .0 一 co 并 (3.6) 
HŠ 1 假设 3* 和 4" 知 ， 当 0EC0 A, Mio, XH 
limM(o)= 0. (3.7) 


0 一 0 


因此 ， 对 任意 的 IE[ 0 ,ac] 及 wpEC([C0 ,86],[ 一 cc])， 有 
Wu p(s))1ds< | 18,5 eC) lds 


+ | RGS) — Rss eC) lds 

«e-M(o), (3.8) 
由 c 的 选取 知 ， 必 存在 e> 0 ， 使 得 如 果 x(1t 是 方程 (1.1) 的 侈 
和 解 ，0 <t<B,1y 一 x(1)1<e, 就 有 |y|<c. 取 6<< 卫 ， 取 no 充 
分 大 ， 使 得 当 n 之 no 时 ,es<6, 并 且 sup{ I CO - ACD |] 0 <: < 
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B}<6. 取 0,， 使 0 «oxB, 并 且 2M(o)=s 一 26( 如 果 不 存在 
这 样 的 oz， 则 取 o =B) .下 面 证 明 当 n 宇 no 时 ， 必 有 
az, (3,9) 
并 且 当 0 Stoh, #lx*rG)|<c, 事实 上 ， 设 x(t) 是 方程 
(1.1) 的 任意 饱和 解 ， 因 为 0 <c<B<a*, WELO, oE 
AHEL, t= 0 ,n 宇 no 时 
|x*C0)—x(0)|=1h,(0)—h( 0)|<ó<e 
D it= supii] HECO, AJh, xt -xG)| «er. t 0. 
WEI, WER [xf —x095 25.85 —Jiiüi, 
|xFOT) —xGf)| < |h,(tF)—h( tF) | 


t t 
+Í IRFS, os) ds | |C IF,s,x(s))|ds 
0 


=<ó+(e,+ MoMo) 

«ó-4-e&,4-e— 20€, (3.10) 
PUETJB.MUTTBDO. WHEL, 4 n>n, aco. Hi 
(3.10) 式 的 证 明 可 知 ， 当 n 宇 no, 0 to 时 ， 必 有 

Ix* (0) — x(t) |<e, 
Wu, Hnn, 0 <t<oBW, iI), 
4S-—iGxTGO n2 1,2,).H ET n TA SJEECO, o2. E 
一 臻 有 界 的 . 令 
Tecty- ka) + | bse(s))ds (0«i«o), 


仿 定理 1,1 可 证 得 7(S) 在 [0, o 上 是 等 度 连 续 的 。 因 为 
s*a) 二 TxFO) HF R,Gt), h 
P.G) =(h,G) -h(O)) 4 W 


—K(t,s,x,(s)))ds 
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满足 对 !E5 0 ,0)—5UflimR,() 二 0， 所 以 S 是 ( 0 ,0] 上 的 等 
度 连续 函数 族 ， 

BUNE- FEI (n) EO JES BAKAT x*(1)。 注 
WR. EC 0 ,03 E— SOR gp WEO , 0) 上 ,一致 成 立 
x*ü) -limxz) = lim Tx (1) t Ru (1))=TXx*(t), 

所 以 在 [0 ,ao] 上 ， 1) 是 方程 (1， 1) 的 解 . 
第 二 步 ,车 0 一 B， 则 定理 获 证 .车 0B， 则 考察 方程 
Xcy- Ha» | ht osto, X GJ ds, (3.1D 


X) HO | httto,sto, X. GYMds, (3.12) 
Iu 


其 中 ， 
HG) e ha-- oy | kitos, at ds, (3,13) 
0 


HQ) eh) | htt oss, x#(s))ds, (3.14) 
0 


Wo, {E0 <0, <80, 并 满足 


sup] | | 0,5 6, $G)) |ds] 0 <i<o,, 
Q 


PECCO b), Coe, re] d (20 (3.15) 


(如果 满 足 (3,15) 式 的 0 PEE Mo, = 二 6 一 0， ,下 面 证 
明 必 存在 n, no, Enan h} 
oi Kao, (3.16) 
事实 上 ， 若 (3.16) 式 不 成 立 ， 则 存在 (mb BJ pl On(i)), 
EnG) >n o XB 
0,70,() —9. (3.17) 
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由 第 一 步 的 证 明 可 知 ,对 该 子 列 {n()) , 必 存 在 其 子 列 {n(i,7)}， 
使 得 方程 


X, G, (1)= h, G, (t) + Fus (1,5, Xn Ga (s))ds (3,18) 


BJP Ix, OEO ,a] 上 有 定义 , 且 一 致 收敛 于 方程 (1.1) 
的 解 x*(t) .因为 在 C0 o) Ex*fu O 一 致 收敛 于 x*(f)， 所 以 
(83.13), GADRAT A, Haun (1) 在 C 0， 十 吕 ) 的 任意 有 
Jf E— 380A SCEH (0) ,利用 第 一 步 的 证 明 方法 可 知 ， 存在 
nino, EHn, j) >n if, HFE 


Asso D= H, un GE [eost Xain (s) ds 
(3.19) 
的 任意 饱和 解 xru OREO c. 上 有 定义 。 这 等 价 于 方程 
(3.18) 的 饱和 解 xran GO GREG, D) mm ECOD, o+0, 3E 
AEX. ZERTO, Laan .此 与 (3.17) AFA. 因此， 当 
nZ= n, BE(3.16) KAR Yr. 
下 面 证 明 在 ( 0 oto E, GTCO) 是 一 致 有 界 的 等 度 连 
续 函 数 族 ， 事 实 上 ， 由 第 一 步 证 明知 ， 存 在 {9m} 的 子 列 n(m), 使 


{x# (DEC O, o) 上 一 致 收 伍 于 方程 〈1.1) 的 某 一 饱和 解 
x*(0D.H03.13).(3.14)8DA Al, Hae (了 ) 在 [ 0 ,十 co) 的 任意 
有 界 闭 集 上 一 致 收敛 于 五 (j ,利用 第 一 段 的 证 明 方法 ， 并 注意 
到 (3.16) 式 ， 可 以 证 明 必 存在 {nC(m)} 的 子 例 {n(m，p))， 使 得 
方程 

Xan O= His D+ f kr wn OHOH, Xan (Sd 


8918 RE X T. (O = Xren GHO 0 <t<o, ORRA F nn O00 
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ECO, co,)—SW Ak PJP (3.11) 的 一 个 饱和 解 。 这 表明 ， 
Xt DEL ,ac 十 5 上 一 致 收敛 于 方程 (1.1) 的 一 个 饱和 
fg, Bb, GOODHIECO ,0 十 01) 上 是 一 致 有 界 的 等 度 连续 函 
数 族 . 

第 三 步 ， 若 oc 十 ol:=O， 则 定理 获 证 。 若 c++ cs 委 P， 上 述 
过 程 可 以 继续 进行 下 去 ， 一 般 地 可 以 证 明 ， Roto, teto; 
之 B， 则 可 以 取 0j;+, ， 使 0 <ojt! S<SB—(c+o, +: +o;), 


zl IRE (o - 0,4 0) ,s- (0-0, +o), 
0 
gG)»|[ds| 0 StS: „PECCO,b), Ce, 0] 


-lc-2 (3.20) 


(如 果 这 样 的 ci+: 不 存在 , 则 取 cu. =6 一 (0 十 01 十 … 十 0)))， 
并 且 存 在 nj+4， 之 n;， 使 当 n 之 nj4, hoto, H+ <a, 在 
[0 ,ca 十 ai 十 … 十 oj ,)E (x*(D|n9 1,2, 2) 是 一 个 一 至 
有 界 的 等 度 连续 函数 族 ， 并 且 车 {x*(1)} 的 某 一 子 列 在 [0 ,o 十 
oteta ] 上 一 致 收敛 于 G, W 0 «toro, dd 
0;4, 时 ，x*(1) 是 方程 (1.1) 的 解 。 

假设 对 一 切 j， 都 有 0 十 01 teo; <p., MBRETI, FE 
o*> 0 ,使 得 当 0 «o-o*lj, x—UJ 0 «tsBfleccCo , 5, 
[一 c,c])， 都 有 

£—2ó 


[leatro,sto, @(s)|ds<— . (3.21) 
由 0 和 oi; 1 sixj)m x X. np Xl, 必 有 0o 宇 0*， oj; 之 0*， 因此 ， 
oto, teto 2G 1)o* R MWB +1> 2 , Bid o4 
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G, + +o >B, 产生 矛 盾 ， 因 此 ， d Ej toto, tee 
十 0i= 一 0， 定 理 获 证 ， 证 完 。 
推论 53.2 ” 设 定理 3.1 的 全 部 条 件 满 足 ， 则 下 列 结 论 成 立 : 


()a*s lima, 


Gi fife ARFI GT (1)} 及 方程 (1.1) 的 定义 在 
CO ,Qa) 上 的 连续 解 x*(1)， 使 得 对 [0 ,0*) 中 的 每 一 个 紧 子 集中 
Bt, 一 致 有 1imxm (DD) = x*(t), 

ü 由 定理 3， 1 的 结论 (i) 即 知 ， ar<lima, 取 及 EC0 ,a), 
B,>a， 并 满足 8, <B, 二 …<P.<… .根据 定理 3.1， 存 在 
GT ODE fp] {x*,(#)} 及 方程 (1.1) 的 定义 在 (0 ，B,) 上 的 解 
X(t)， 使 得 在 C0 ,B,J 上 ， xx; (一致 收敛 于 xy (t, HJ 
样 ， 根 揣 定 理 3.1， 又 可 知 必 存在 (Rs DEFINA: d) 
方程 (1.1) 的 定义 在 [ 0 ,BP,) 上 的 解 x (5, 00, BRE CO, p) 
E, x*#,G)—30888 Tx o) 00, BARNICECO, BOB], x(t) 
zx, (四 。 依 次 类 推 , 可 知 对 每 一 个 m, 都 存在 《xx。: 00) 的 子 列 
{x (1)} 及 方程 (1.1) 的 定义 在 C0 , 8,2 上 的 解 x om O), EE 
(0, 0.) E, xt. GO) —ÉEUBSCEx oo GEB EO, pni 
Bj. xq (= X i (tD. 

定义 x*(D3H F, HELO Paih, x*G)—x(5 D. Wt 
RIELO ,a) 上 连续 ,并 且 是 方程 (1.1) 的 解 ,显然 {x*, (1) } 
是 {x*(1)} 的 子 列 ， 并 且 在 [0 ,a*) 的 每 一 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 
于 x*(#) .证 完 . 

推论 3.3 设 定理 3.1 的 全 部 条 件 满足 ， 设 方程 (1.1) 存在 
叭 一 的 饱和 和 解 x*(f) , 则 x*(1) 在 [( 0 ,a*) 上 有 定义 , 并 且 在 C0， 
a*) 的 每 一 个 紧 子 集 上 ,x*(1) 一 致 收 伍 于 x*( 人 )， 

WE :用 反 证 法 ， 若 推论 的 结论 不 成 立 , MEE e> 0 ，pPE 
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(0 aF), (,) CCO, ARIETA (x$, [818 
[xf G,) —7x*,)| Pe m= 1,27. 

HHW. 1 Rx* COBIME— VE, RFE) 的 子 列 ， 
不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 就 是 {x*%,t)} 本 身 ,在 [0,8] 上 一 致 收敛 
于 x*(1) CY E 

ex xt, 0.) 7 x*0,) | sup] xt.) x*0)|7 0. 
产生 矛盾 .证 完 。 

附注 本 节 的 结果 本 质 上 是 常 微分 方程 理论 中 相应 结果 的 
推广 和 一 般 化 ， 在 J.J.Levin 和 J.A.Nohel (2) 以 及 R.K. 
Miller 和 G.R .Sell(1 ] 中 ,对 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 的 连 
续 相 依 性 定理 进行 了 研究 ， 这 些 研究 在 RR.K .Miller[ 12 中 得 
到 了 推广 ， 

定理 3,1 属 于 R,K.MillerC 1 ]。 但 他 的 证 明 是 不 严密 的 ， 
本 书 对 他 的 证 明 作 了 改善 。 


$4 最 大 解 、 最 小 解 与 比较 定理 


考察 Volterra 型 非 线性 积分 方程 


ADAD | ks, Cs) ds, 120, (4.1) 


定义 4.1 设 定义 在 [0 ，B] 上 的 函数 x*( 困 是 方程 (4.1) 的 
解 。 如 果 对 方程 (4.1) 的 定义 在 C0 B) ERTIERURXCOO, WE 
x(t) 三 x*(t)， 则 称 x*(?) 是 方程 (4.1) 在 [0 ,6] 上 的 最 大 解 。 类 
似 地 ， 可 以 定义 方程 (4.1) 在 [ 0 ,6] 上 的 最 小 解 。 
首先 讨论 方程 (4,1) 的 最 大 解 的 存在 性 。 
定理 4.2 WES 1 中 的 假设 1 "一 4 以 及 假设 7 Rr, E 
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hG)m0 20), (4.2) 


E ,s,u)z0 (0 xsxt«4oo,uz 0) (4,3) 
3r B. 
R(I,s,u, Sh(t,s,u,) (Ossst« T oo,0xu, xu; « T co), 
|. (4,4) 
4 


a* —supta|34 0 <T <a, K*CT)J&R' HRE), (4.5) 
其 中 开 *( 了 ) 由 (1.17) 式 定义 ， 对 任 给 ge> 0 ， 令 x(i; oO 
x56) che | kG,ss nts eds 0.6) 


的 任意 饱和 解 ， 其 最 大 定义 区 闻 为 (0 ， ale)), 则 王 列 结论 成 
Y: 
GMR O «e, <e MJWE240<:<min(a(e,),a(e,)), 
有 
0 e x(t 56,0 « x(tse;), 
(ii) 对 任 给 6Ee( 0 ,a*)， 存 在 seo> 0 ， 使 得 只 要 0<e<eo， 
就 有 P<a(le)， 并 且 对 tEC 0 ,6]， 一 致 地 有 I 
limx(1,6)  x*(0; | (4,7) 


£-—0* 


GIDA ORNE. DECO ,6] 上 的 最 大 解 ; 

(ivy) 方 程 (4,1) 的 最 大 解 的 最 大 定义 区 闻 为 C0 ,a*)。 

证 由 (4.2)、(4.3) 两 式 可 知 ， 对 任 给 :之 0， 都 有 x(t;e) 
之 0 ， 并 且 当 e> 0 N, x(fe) 0 , 设 0 <e <e Hal, 
e, ) 和 x(t,e,) 在 C0 ,68,] 上 有 定义 。 于 是 

x(03e)=H0O)+ei<ph0)+e=x(003e)。(4.8) 

令 二 =sup{0 «t«|x(t;e,)  x(Ge,)) BAR O <B. 
<p, MYEL, ) -x0*;)0.BG. DX Am 
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0 = x(1*;e,)—x(I*,e,) 
* 

=e) | CR(*,5,2(5,8,)) — k(1*,s,x(s;e,))2ds 
0 


2£,—6,7 0. 
产生 矛盾 ， 故 必 有 给 = 有. 结论 (i) 获 证 。 

任 取 BE( 0 ,o*) By lim AG) He) =h), WAR R E 
3.1， 存 在 er-> 0 +， 使 得 x(t36;) 在 C0 £D. 上 都 有 定义 ， 并 且 在 
[0 ,82.1.— S SCT 7; £RCALD EI 1 EX CO .由 定 理 1.9 知 ， 
必 存 在 so> 0, ， 使 得 只 要 0 <<, RELE, 利用 结论 
(i) 即 知 ， 在 C0 BJE. xe) — Stil Sc pP x* GO) Ce 0*8) ,结论 
GDE. 

Wx(DJEJy88(4.1)EC0 ,6] 上 的 任意 一 个 解 , 由 结论 (i)、 
GDA, 4 0 <e 委 so 时 ， 有 

x(t)<<x(l;e) (0 <:<D0), 
因此 ， x0) = lima; e£) zx(, ibd. 

显然， HRA. 1) 的 最 大 解 x*(t) 在 C0 ，a*) 上 有 定义 。 车 
a* 过 十 吕 ， 则 由 定理 1,9 可 知 , 必 存 在 方程 (4,1) 的 一 个 解 x(1)， 
VR «tat, tiat, EEG 9 oo BI xCGOo s x*), 
故 必 有 x*#(#) 一 十 co ,结论 (iv) 获 证 ， 定 理 证 完 。 

下 面 讨论 Volterra 型 非 线性 积分 方程 的 比较 定理 。 在 考察 
方程 (4.1) 的 同时 ， 考 察 

x(1)=h, (t) + [kist ds, (4.9) 


E43 设 h(1),k(1,s,4) 满 足 定理 4.2 的 全 部 条 件 ，a* 由 
(4.5) 式 定义 ，x*(1) 是 方程 (ALD. 的 最 大 解 (根据 定理 4.2， 
x*(t) 的 最 大 定义 区 间 为 C0 ,0*00 ER, G), kit, s, uW 9 1 
中 的 假设 1* 一 4 及 假设 7*， 并 且 
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LNGIESTORMEC 0), (4,10) 
lk G,s,u) | Sks lul) COscsst«-roo,uCR!),(4,11) 
BEHEM. DKE, ECERCKOGEOCIXIRIUCO , a). 
则 必 有 a 宇 a*， 并 且 
A <x*(t) (0 «t«a*), (4.12) 
证 设 x(t) 在 C0 ，pB) 上 有 定义 ，P<a*。 取 s> 0 ， 使 当 
0 <e<eo 时 ， 方 程 (4.6) 的 解 x(13e) 在 [ 0 ,86) 上 有 定义 , BR, 
x( 0 )=h,(0)<h(0)<h(0)+#=x( 0 ;8)。 
4*-supt 0 <#<0| |xG()|<xG;e)) BARI 0 HA, 
WEE 1x0a*)| 9 xGO*;0., TJ, 340 «exe Bj, 
0 —x(G*,2) — | xC1*)| 


i* 
—h*) ue f ka*, s, x(s;£))ds 
0 


i* 
- phon | b, (t*,s,xCs))Dds| 
0 
1* 
Setha) — Jh, Q9) | +Í, (hGP*,s,x(si E) ) 


— |k G*,s,x(s))|3ds 
>e> 0 
这 是 一 个 矛盾 。 这 一 矛盾 表明 化 =B6， 并 且 对 任 给 0<t<8， 都 
有 |x(1) | 过 x(t;e) ,根据 定理 4.2 结 论 (ii)， 
a*t = limete el] (COTÉ. — (4.13) 
由 (4,13) 式 及 定理 1.3 可 知 B<a， 由 此 易 知 必 有 as 和 ac， 并 且 
(4.12) 式 成 立 ， 证 完 . 
推论 4.4 设 定 理 4.3 的 全 部 条 件 成 立 . 又 设 由 (4,.5) 式 确定 
ij a* = + co, Jit] 


(i) 方 程 (4.9) 的 任何 一 个 饱和 解 都 在 C0 ， 十 cc) 上 有 定 
X5 

(ii) 车 存在 6>> 0, dHxppEREIDO, WEFO 其 中 
x*(1) 是 方程 (4,1) 的 最 大 饱和 解 ， 则 方程 (4.9》 的 任何 一 个 
饱和 解 x( 站 也 都 满足 |x(1)1 志 b( vt 0 ); 

Gibdlimx*tG)— 0 ， 则 对 方程 (4.9) 的 任何 一 个 饱和 解 
C) ,也 都 有 lim1x()| =0. 

附注 J.A,Nohel 在 [ 1 jC 2 中 研究 了 Yolterra 积 分 方 
程 的 最 大 解 的 存在 性 与 比较 定理 。 但 是 他 关于 最 大 解 存在 性 的 
证 明 是 错误 的 〔 见 H.E.Golliwitzer 和 有 R.A.Hager[1])。 和 
比 软 定 理 有 关 的 其 它 讨 论 见 T.Sato[1],W.Walter[ 1] 以 及 
V.Lakshmikantham $1 S,Leela( 1 3, 


$5 卷 积 型 方程 与 Fourier 变 换 方法 


形 如 
x(t)=h(t) + | haf sds,t> 0 (5.1) 


的 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 称 为 是 卷 积 型 Yolterra 方 程 。 

在 卷 积 型 Yolterra 方 程 的 研究 中 ，Fourier 变换 是 一 个 主 
要 的 工具 。 为 了 本 书 的 需要 ， 这 里 我 们 简 述 Fourier 变换 的 定 
义 和 有 关 性 质 *, 关 于 Fourier 变 换 的 详细 讨论 ， 可 见 民 。K， 
Millert 1 3, 

设 x(1)EL(R+)， 则 


xi «ee? di 
0 


* 我 们 只 令 述 本 地 所 需要 的 表达 形式 。 
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称 为 是 x(t) 的 Fourier 变 换 ， XPxOOCL(ORT), y(DCL(R*), 
定义 x 和 yy 的 卷 积 x*y 如 下 : 


Gy) = f xd 一 9y(s)ds， 
关于 卷 积 的 Fourier 变 换 ， 有 下 列 公 式 ， 
%wy= xy, (5.2) 
如 果 x,yEL(CRT) 人间 LCR+)， 则 下 列 的 Parseval 公式 成 立 
(注意 ， 此 处 我 们 已 假定 x 和 y 都 是 实 值 函 数 ) : 


Pd 


F xydi- | 5 ds. (5.3) 

此 外 ， 我 们 还 需要 下 列 结 论 ， 若 xEL(Rt)，yEL;(R+)， 
则 xxyE (CR+) 。 

AB, BOXRR! 上 的 有 界 连 续 函 数 集合 在 范 数 |o||= 
max| w(t) | 下 构成 的 Banach 空 间 .B8C。 是 BC 中 满足 limg(t) = 
0 的 函数 组 成 的 子 空间 .C(R+ , 尺 ) 含 义 同 本 章 8 3 所 述 。 

定理 5.1 WEROOCBC,ROOELO) , f): R RE 8 Foie 
续 函 数 。 则 方程 5.1) 在 BC 中 至 少 有 一 个 解 。 

证 定义 

Axctye ha - | ka= fGtsnds, 
Jil 3S ABRCCR* , RACOR, R)BT 0， 使 对 任 给 uCR, # 
IfG0| sb, A&r- ljhlic+ dlk XrRIAIcSEA COE BC 中 的 范 
Ek, Al EROOXELCR RB 38 3. 

D (x()|x€BC , [x|| xr), 
则 对 任 给 x(1)EC(CR+,R)， 有 . 

[Ax l|hle--b[Rls, vtzo., 
故 4 映 DAD, 另 一 方面 ， 很 容易 证 明 A 是 映 D 入 DD 的 全 连续 算 
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子 。 根 据 Schauder 不 动 点 定理 ， 方 程 (5.1) 在 刀 中 至 少 有 一 个 
解 .证 完 。 
注 5.2 用 完全 同样 的 方法 ， 可 以 证 明 类 似 的 结论 对 方程 


x =h(D + J ku—syfesyyds 


也 成 立 ， 
定理 5.3 假设 (1) h(EL(CR+Y),h’ (ELCR+), 
(2) RCEL(CRT) ,R' (DQE€LOR*); 
(3 ) 1(z):R->R 是 有 界 连续 函数 ， 并 且 当 wz 关 0 时 有 


ufu)> 0; (5.4) 
CAO Fiq, E4 
Re((1 —isq)k(s)}<0, sER, (5.5) 


这 里 名 (s) 是 k(t) 的 Fourier 变 换 ， 

WOHE 《5,1)》 至 少 有 一 个 解 x*(1)EBC。， 

(ii) 若 xe(DDEC(CR+, 尺 ) 是 方程 (5。1) 的 解 ， 就 一 定 有 x*(1) 
EBC,. | | 

证 因为 ADELCR+ ,CDELCR+)， 根 据 实 变 函 数论 的 
理论 容易 证 明 ， 必 有 h(t)EBC。 所 以 根据 定理 5.1， 方 程 (5.1) 
在 8C 中 必 有 一 个 解 ， 由 定理 5,1 的 证 明 还 可 以 知道 ,如 果 x*(1) 
EC(R+ ,及 ) 是 方程 (5.1) 的 解 ， 就 必 有 x*(t)EBC。 因 此 ， 为 了 
证 明定 理 的 结论 成 立 ， 只 需 证 明 : 车 x*(1)EBC。 是 方程 (5.1) 
的 解 ， 就 必 有 x*(f)EDC。。 


设 x*(1)EBC 是 方程 (5.1) 的 解 , 邻 
fo*G», XO«r«ts, 
f(r)= I (5.6) 
0, th. 
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AGO [them ah! Cif adu acf. co. 


(5.7) 
由 于 x*(t) 是 方程 (5.1) 的 解 ， 所 以 ， 对 几乎 所 有 的 ER+， 有 
dx*(t) 


— =K D cof ota» | a-ofot»ds. 


(5,8) 
注意 到 
Feo fcr) du xt) hl), 
0 


r * 
[e co fato due 50. yr (y kn frt), 


故 利用 (5.8) 式 ， 可 以 把 4(r) 改 写 为 


* 
wt) tgs OO. t) gh! (7)),0vxtl]. 
hz) 一 | 


t (5.9) 
CRCT 一 区 十 9 (r—u))f(x*(u))du,r>tBJ, 


由 (5.7) 式 易 知 ,1.EL(RT) NL,(R+). 
2-88 f GIA GORERÍ GO RIA COR] Fourierzéfls, F 
证 
AG) -isq)RG fF. (5.10) 
事实 上 ， 由 (5.7) 式 可 知 ( 利 用 (5.2) 式 ) 
=bn, +a nf + qk( 0 ) f, 
=R fitak f+ak( 0 ) fae (5.11) 
HACLCOR) Bk LOR*) [Anh (oo) — 0, $ 


m (s) = [A ce? dt= Fer dk(t) 
0 0 


=e" pC t+ y| =s K dt 
0 0 


= —&()— is k (s), (5,12) 
由 (5.11)、(5。12) 两 式 即 可 知道 (5。10) 式 成 立 。 
定义 
p= af my dr = | A eye, (5.13) 
根据 Parsevyal 等 式 ( 见 (5.3) 式 ) 
e= | Le Fods, (5.14) 


再 利用 (5.10) 式 ， 可 得 


ec | (1 —isq) R(s)| FGsy|2ds, (5.15) 
2mJz 


HG. 13)5R n lo (D t —- B PS Er, Br EL 
_ 1 n” 字 ，、1 
o= | Ret isq) R (s))| f(s)| ds, (5.16) 
根据 假设 (4 )， 可 知 当 tER+! 时 ， 必 有 p(t) 三 0， 于 是 由 (5.6)、 
(5.9) 两 式 ， 可 得 
f ft) ytcodeeg | foto) 86") dr 
0 0 T 


- f coxa Oat dr< 0 ,v t> 0. 
(5.17) 
B0, SxHE£ucR, IfGo| sb, MAGINA 


t x*(0 
| f(x*(r))x*(r)dr+ af fix*G»dx*() 
0 x*(0) 
«b [col tah GO Dd, (5,18) 


x*(1) 
由 假设 ( 3 ) 可 知 , 必 有 9| Sdo, 故 必 存在 
x* 


常数 Di， fixj—UcR*, 都 有 
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[foetceos*eodest.. (5.19 


H (5.8) 式 容 易 证 明 ，x*#(r) 在 R+ 上 是 一 致 连续 的 ， 因 此 
了 (x*(T))x*(7) 在 R+ 上 一 臻 连续， 下 面 证 明 
limf(x*(+))x*(+-)= O, (5.20) 
ERR, TEICR, n>+oka>0, d 
f (x<*(+,))x*(+,)>a 
(注意 假设 ( 3 )) .由 xs(r))xs(z) 在 R+ 上 的 一 致 连续 性 ,可 知 
必 存 在 6>0， 使 只 要 |lr-zrrjs 和 pb (=1，2，…)， 就 有 


FODA) 之 子 4. 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 诸 Cs Bene) 
(mn 二 1 ,2 ,…) 两 两 互 不 相交 ,于 是 


ec e Ta B 
| totc»xteode >| fx*(T)) x*(T) dr 


œ 


> E Unte) (r,— PY «Lac limnaf, 


此 显然 与 (5。 TORTE, 故 (5.20) 式 成 立 ， 再 由 假设 (3) B 
知 ， 必 有 limx*(r) 一 0 .证 完 ， 

在 定理 5 3 中 ， 假 定 了 k(t)EL(CR+)。 在 实际 应 用 中 ， 常 常 
出 现 k(t) EL(R+) 的 情况 ,下 面 将 讨论 &(1)E LCR+) 的 情况 ， 

定理 5.4 设 (1)h’(t)EL(CRt),h’ (0€LOR*); 

(2)8 (DEL(R-)， 并 且 存 在 常数 D>> 0 ， 使 得 


h GD =k(G(D+p€L(R+), (5.21) 
(3)/fGnecC(R*,R), HEAHEA O0, 

uf (u)7 0; (5.22) 
COFES 0, fxpe 0, A 

Re{( 1 —isq)G(s))< 0; (5.23) 
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XH, GG) E, G)-- oGs)^ G7 0), MJ 

(i) 方 程 (5,1) 至 少 有 一 个 解 x*(1)EBCo3 

(ii) 如 果 x*(1)EC(CR+ ,RR) 是 方程 (5.1) 的 解 ， 就 必 有 x*(t) 
€BC,, 

WE ”下面 分 两 步 证 明 这 一 定理 , 

第 一 步 证 明 ， 如 果 x*(f)EC( 尺 +, 尺 ) 是 方程 (5.1) 的 解 ， 则 
必 有 xs#(t)EBCo. 设 xs(t)EC(R+, 民 ) 是 方程 (5.1) 的 一 个 解 . 令 


f(x*(r)), 0 <r=<t, 
fel (5,24) 
0 , Tl; 


AC = [d cm ak (r —u) Jf (adut gh 0)f,(r), 


(5.25) 

仿 (5.9) 式 的 证 明 可 得 

("0 ta EEO — Uo) oh co) 

| 
A,(r)= ) p [ Fordu, 0 <r<t, 

0 
| (5.26) 
L [thori taks G2 GP G)02du, Tf, 


根据 (5.26) 式 易 知 ，1(r)ELCR+)mZ;(R+) LAO fs) 
和 所 (s) 表 示 f,(r) 和 (7) 的 Fourier 变 换 ， 则 仿 (5,.10〉 式 的 证 
明 可 得 
Ás)—((1 —isp E.G) —qp) f). (5.27) 
用 (5.13) 式 定义 p(t1)， 并 仿 (5.16) 式 的 证 明 可 知 
pc e Lf Reta ~isg)hocs)—qp) fs) lds, 


(5.28) 
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由 G(s) 的 定义 可 知 
Re {1 —isq) be (s) —qp) =Re((1—isq)G(s)y, (5.29) 


(5.28), (5,290 BER fut C AO nA, AHER 0 # 
ea»«o. (5,30) 
因此 ， 由 (5.24) (5.26) 两 式 可 知 


f f Cx*(r)) x*(r)dr+g f fata 49 dr 
0 0 dr 


+ of [rotes Jeter 
0 0 


- [tco eai (rf dr 0, (5.3D 


人 op(D= ['fotc»deaen Foo = [foods (x€ 
R), WjCG.31) X RT ELS pR, 


| fotcosteode e Fore )- ee 


— NCC +qh'(z))f(x*(z))dr—qF (x* (00) & 0, 
(5,32) 
根据 分 部 积分 公式 ， 有 


[ico air G) feet) de 


=(h(t)+qh' (t) ec | Ch co air cooécodr, 


所 以 ， 


ROGER (r))f(x*(z))dr «Ksuple(o) 1, (5.33) 


其 中 


K —supt kc | +q| ^ (D | ) [sco eolit co dr, 
tekt 0 
由 假设 (1 ) 可 知 ， 玉 < 十 co 是 一 个 有 限 数 .注意 到 x*#(0) 
二 h(0)， 故 由 (5.33) 式 ， 可 以 把 (5。.32) 式 改写 为 
J fer Cr adr +F otto Leo) 
—Ksuplo(r)| -gF(&C0 «0, (5,34) 


由 假设 ( 3 ) 易 知 ， KO o ,F(x*() 


20, BIBIECG.S4)XX, TUERO, A 
poa») —2Kp''suple( | —2q07! FChC 00) :0, (5,35) 
4T() =max(r*EC0, D| lect | esupleCOn ), WU Hi 
(5。35) 式 可 知 必 有 
ITO] LK p^ 4 CK? p^! +2qo Fiho). (5,36) 
E4aG)—Kp- OK?p-!—2qp7u35, 则 由 (5.36) R 
JHERTO MEX, n[AUHEAICR*, RWE 
lexc»I«leT A SaF h0 ))). (5.37) 
即 p() 在 R+ 上 是 有 界 的 .于 是 ， 由 (5.34) 式 可 得 
[fe adr Ka F ak 0))+qF00)),€R*, 
(5,38) 
HUTPx*GO)HEJP ERG DB CRUBAHIEBSU 2 Kun 48 


x*G) Ah) HRO )— fa -Decoas, (5.39) 
由 于 用 (1)EL(CR+)， BOM =sup|h(t) | «00.4 
BG) - M CI + [16s eo dta, (5.40) 


则 由 (5.37) 式 可 知 ， 对 任 给 ! 0 ， 都 有 
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Ix* co | S8CF(8CO 0), (5,41) 
(5.41) 式 表明 x*” CO ER 上 是 有 界 的 .又 因为 
+R foi D+ | RGO ds, 


KOT (D qos pagar. Bet CO YER" E— SoES, dk 
fat) AWER p— S055. 85.38). 式 并 仿 (5.20) 式 
的 证 明 ， Ë dlimf(x*()x*(D = 0 .再 利用 假设 《3 ) , 即 知 
limx*()- 0 。 第 一 步 证 完 。 

第 二 步 证 明 ， 在 定理 的 假设 下 ， 方 程 在 C(R+，R) 中 至 少 
有 一 个 解 . 设 8(w) 由 (5,40) 式 定 义 ， 任 意 给 定 7T>pP(F 
(h(0))) .显然 很 容易 构造 出 定义 在 R 上 的 连续 函数 序列 {f,}， 
使 ,在 R 上 满足 Lipchitz 条 件 ， 并 且 在 (一 了 ,7T] 上 ，/, 一 致 台 


EFA 令 F.(x) 一 fu)du， 则 显然 对 充分 大 的 n， 有 7 
(0 )))。 考 察 积 分 方程 

ADAD [ka sf. )ds, (5.42) 

E f AER Eli ig Lipschitzkft, 故 利 用 逐次 迭代 的 方法 

很 容易 证 明 〈 这 一 证 明 留 给 读者 ) ， 方 程 (5,42) 必 存在 定义 在 
R+ 上 的 唯一 连续 解 x,(?) ,由 第 一 步 中 的 证 明 (参见 (5.41) X 
的 有 关 证 明 ) 可 知 

Ix,COL BCFCGQQ0 DOT, viz 0, (5.43) 
由 于 x,(?) 是 方程 (5,42) 的 解 , 故 通过 对 (5,42) 式 微分 ， 易 知 存 
在 常数 TT， 使 对 一 切 n, 都 有 

[dns | <T,， vt20. 
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因此 ，{%,(t)} 在 R+ 上 一 致 有 界 且 等 度 连续 . 故 不 失 一 般 性 ， 可 
以 假定 {x.(t)} 本 身 在 任何 有 界 闭 集 上 一 致 收敛 于 某 x*(1)。 显 
然 x*(t) 是 方程 (5.1) 的 一 个 解 .定理 全 部 证 完 ， 
定理 5.5 MNGDEIOLEUEA 
h(t)=ho(t)+Acosot +usinot (5,44) 
的 形式 ， 其 中 ho (1) 满 足 ho CO€LCORTD RE OD)€L(OU) w+ 01 
C2) k(t) 可 以 天 为 
RCG) = ko(t)+acosot+ Bsinot (5.45) 
的 形式 ， 其 中 Ro (DELCRY) ,Ro GOCLO(Rt),a< 0 ,0< 0; 
(3) / uy R-- IUBE 53888, 3EH XFu= 0 有 
0 <uf(uy<yu', (5.46) 
其 中 ? 0 是 一 个 常数 ， 
C 4》 对 一 切 SER， 有 


一 [ —dsBog l 
p+ + Rel (1 =E )kols) <0. (5.47) 
MEA GO) RETEREG.D BUS, Bob limxt*() = 0. 
证 45, (D-—acosotd- Bsint, 
u(t) = Acosot + usinot4- [f oc»ds, (5,48) 


则 方程 (5.1) 可 以 写成 
x()=h (D+ | kof dstudt) (5.49) 


任意 取 定 0 是 一 个 国定 的 实数 ， 则 4&( 人 6 可 以 表 成 
ult) =n cost E(t)sing (5.50) 
ÉR, JerEn(D ME H 


n (0) —o£CG) +a, fx, n( 0 )=m 


! (5.51) 
Ë G= ond) +a, fa) EOS E, 
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确定 ， 这 里 
a, =acos0—ËBsin0, ac: 一 asintb 二 cos0， 
| (5,52) 
7,7 ÀcosÜ—usinü, š£,=Àsin0+ ucost, 
事实 上 ， 由 (5.51) 式 可 得 
n(t) =m cosot-+- š sinot 


+f (a ,coso(i—s)+a,sino(t—s) Jf (x(s))ds, 
0 
EC) = Š ocosot—no sinot 
+f (a;coso(t—5s) —a,sino(t—s))f(x(s) )ds, 
0 


再 利用 (5,48)、(5,51)、(5,52) 三 式 ， 即 知 (5.50) 式 成 立 ， 
设 x*(1) 是 方程 (5.1) 的 解 。 令 f.(7) 如 (5,24) 式 所 定义 , 考 
察 辅助 函数 


ex = | ef pA dr, (5.53) 
ES 
x (D= | kote-w f udu, (5,54) 
则 由 (5.49) 式 可 知 ， 当 0 mU. Ug 
x*(7)=ho (r)+x,(r)+u(r), (5,55) 


于 是 ，(5.53) 式 可 以 写成 


o= hwndart | Cx (Of G) pr) dr 
0 


+ | ofcopar。 (5.56) 


由 (5.50)、(5。52) 式 知 
u(z)f,(z)= (n(z)cos0+ Š(r)sin0)f,(z) 
=Q (a,n(r)+a,š(r))f,(7) 
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RA 


~g O0costi - nC sin() f CO (5,57) 
如 果 0 三 r 志 t, 则 由 (5。.51) 式 可 得 


(ant) a EC) f GO) = 25 (C3! EEM Y, 
(5,58) 
由 (5.55) 式 微分 ， 并 注意 到 (5.51) 式 ， 可 知 当 0 «cx, dg 
H3 0 Shale) +x, (T) HOCE) cos =n lsin) Hafir), 
(5.59) 
4 
= ` B ' ` — B 2 
=] (x, C der 0f 0 C y EXf GM, 
WEE (5,56)——(5,59) X f 48 
exo [| GG) + p hoT) Jf (x*(T)) dr 
0 wa 
1 ; TIL 
Tg n0 o) | 
B ("pue s 4 dX 00 
B F faray ael. — (5,60) 


工 ;(R+), 故 利用 Parseval 等 式 可 知 
Lol yia. B LispWT 学 , 
i-r eB ndo o ras 


根据 假设 (4 ) ,I< 0 .所 以 从 (5.60) 式 可 以 得 到 


p(D — l Ga GO) )!24 Ü FOOD) 
2a oa 


B F(x*(9) 


wa 


<— nité) + 
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+Í (h (z) + _ hfaa dr, 
0 oa 
其 中 F(x)= | 0du. 注 意 到 (5.53) 式 ， 有 
[foscoteteo pf Cntr) Ydr 
- (toy! eC £D 4 EF rt)) 
22a cea 


(ai EDAD _ 严 (x*(0)) 


2a eoa 


On 


+ | hot B yc G*CG»dr, 


oa 
(5,61) 


Hb 0, EXERCER, |f] sb, C10 5m 


cea 


|f [a+ B hC) fat dr 


<o f Tiao] +E on) | Me. (5,62) 
由 (5.46) 式 及 ac< 0, x0 m- Fota 0. 因此 ， H 
(5,61) 式 知 ， 存 在 常数 > 0, H 

[fst Vn yp fr dreM, Vi> 0, 

(5.63) 

由 (5.46) 式 可 知 

[fo*c»ote yt fotco»de 0 。 (5.64) 
FÆ, BERE OG.61 —(.64 3n AmtER* E, EDEME 


有 界 的 ， 从 而 由 (5,59) 式 可 知 ， x) 在 R+ 上 是 一 致 连续 的 ， 
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于 是 f(x*(7)) 在 Rt 上 也 是 一 致 连续 的 , 仿 (5,20) 式 的 证 明 ， 知 
limf(xt(r))xt(r)= 0 ,从 而 由 (5,46) 式 可 知 , 必 有 limx*(7) 
一 0 证 完 . 

附注 利用 本 节 所 氢 述 的 方法 研究 卷 积 型 Yolterra 方 程 的 
工作 ， 是 由 V.M.Popov 在 其 文献 [1 J, C22, (3 ] 中 开始 的 。 
本 节 定 理 5.3 和 定理 5.4 是 由 CCorduneanu 在 [2]、(〔(3] 中 获 
得 的 .与 定理 5.4 密 切 相关 的 进一步 讨论 ， 可 G. Lellouche 
(123.3 285,5 & T A, K h,Geleg( 1 288 A M Fourier ¥ $% 1 
方法 ,还 可 以 研究 卷 积 型 Volterra 方 程 了 ， 解 的 存在 性 及 性 质 ， 
见 C,Corduneanu[ 1 ]。 关 于 卷 积 型 Volterra 积 分 方程 组 的 讨 
ib, X, V.Dolezal( 1 3, V, A, Yakubovitch( 1 ), 

AM Fourier 0 J ik, T 以 St 3 MCA J UR E B 
积分 方程 。 这 一 方面 的 工作 见 J.Moser[1 J), C. Corduneanu 
(73. 

与 本 节 内 容 有 关 的 更 详细 的 参考 文献 目 隶 可见 C。Cordu- 


eanu( 1 J, 


$6 相 容 性 与 算 子 方法 


设 下 是 一 个 Fréchet 空 间 ，X 和 Y 都 是 下 的 线性 子 空间 ，, 设 

1* 耻 在 范 数 | "1x 下 构成 一 Banach 空 间 ， 并 且 l luc Frei 
WR CHEER) CX. x. xol 0 ， 则 在 中 的 拓扑 下 也 
Axxo) YERA lr TAR — Banacha N, E] rie F 
中 的 拓扑 强 。 

定义 6.1 ” 设 了 : 瑟 -~ 丰 是 一 个 连续 的 线性 算 子 , AMY 都 是 
Fi dE T zz B .RTXCY, METSA, AF. 
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下 列 定理 说 明了 相 容 性 的 重要 性 . 

定理 6.2 ” 设 是 Frechet 空 间 ，7T :Ff 一 是 连续 的 线性 算 
子 ， 文 和 了 是 F 的 线性 子 空间 ， 满 足 假设 1*, 又 设 T 与 (X,Y) 
相 容 , 则 了 T 是 映 X 入 了 的 有 界线 性 算 子 ， 

证 设 {Xx}CCX，xoEX，|x, 一 xoflx 一 0。 设 yEY 满足 
|Tx,— yl 0 .由 假设 1* 可 知 在 的 拓扑 下 有 

XoXo,. Xy. 

HAT: FFERR, WEFR TAT Txo. KE, 
7xo=y. 这 表明 了: 工 -~ 了 是 一 个 闭 喘 射 。 根 据 闭 图 象 定理 ,7 ， 
-> 了 是 有 界线 性 算 子 . 证 完 . 


考察 下 列 两 个 抽象 的 算 子 方程 
x-—fíM4TO-- gx), (6,1) 
ymfct Ty, (6,2) 


假设 
2* 了 7 :下 一 玉 是 连续 的 线性 算 子 ， 使 得 7 — Th F IFE 
Bi p s 
3*fEF ,并且 9g 映 F 入 F， 
引 理 6.3 ” 设 假设 2* 和 3* 成 立 ， 则 方程 (6.1) 等 价 于 
x=y—Rg(x), (6.3) 
JBR-I—QGI-T)?. F—-FHOESG, y=f— Rf 是 方程 
(6.2) 的 解 。 
证 根据 道 算 子 定理 ，(1 一 了)-! ,>F 存 在 并 且 和 连续， 
从 而 RF 一 下 是 连续 的 显然 ，y= 二 (1 一 R)f 二 (1 一 7 了)7'f 是 
方程 (6.2) 的 解 。 若 x 是 方程 (6,1) 的 解 , 则 x 一 7Tx= 了 十 Tg(x)， 
从 而 
x=(1—7)-!f+(1—7)-'Tg(x) 
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=([—R)f+(I—T)-!Tg(x) 
=y+(I—T)- Tgl). (6.4) 
由 恒等式 (I—T) (I—T)-'T = I— (I—T) 可 知 ， 
d- T--T)y'—-I--R.ski(o, A Nu bH, x 是 方程 
(6.3) 的 解 ， 由 于 上 述 推导 过 程 是 可 逆 的 ， 故 车 x 是 方程 (6.3) 
的 解 ， 则 x 也 是 方程 (6.1) 的 解 .证 完 。 
定理 6.4 设 假 设 1* 一 3* 成 立 . 又 设 
4*y€Y, g, Y—X, 3MEBR5(X, 了) 相 容 ， 其 中 R=7 一 
Q-Ty',; 
5*frital 0 ，0 <r 委 十 co， 使 得 如 果 z，wEY ,lzlr«r, 
lwlrsr, RE 
lg(z2)—g(w) rollz—wlly. (6.5) 
如 果 al RI 过 1 ， 1yl,+ IROS —-ab RID, 9 方程 
(6.1 HE EXT CY, Etj Sr, Krpl RUE X AY H R 
性 算 子 天 的 算 子 范 数 ， 
证 由 4* 及 定理 6.2 知 R，X>Y 了 是 有 界线 性 算 子 ， 故 | 如 
< 二 co, 令 D={verY| lel; n), 
Av=y— Rg), vocD, (6.6) 
H 4* XA. D—Y , dis* gio c Di 
lAolr <l yl + IRo) — Roco]: + | 89): 
«|l yl» Ricart [gelo xr, 
故 4 映 D 入 DD. 又 对 任 给 2ED,wED, 有 
Az- Aw] — || Rg(z)— Rg(w) | «lala wl. 
注意 到 有 叫好 < 1 ， 故 4;D 一 D 是 一 个 压缩 映射 从 而 4 在 
DD 中 有 唯一 的 不 动 点 x*. 由 引 理 6,3 知 x* 是 方程 (6,1) 的 在 DD 中 的 
唯一 解 .证 完 . 
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定理 6.5 BERRIRA, LE 

6#* 对 任 给 z> 0 ,都 在 在 6> 0 ERR |z] <ó, <ó, 
就 有 1g(z) 一 g(w)|x 志 ellz 一 wlly; 
如 果 g(9) = 二 9， 则 对 任 给 充分 小 的 +r 二 0 ,都 存在 ?> 0 ， 使 得 只 
EyEy, iyl sn, 则 方程 (6.1) 在 {xEY| 1xll<ry 中 有 唯一 解 。 

证 了 到 e,> 0， 使 eR 二 1 ; 取 6, > 0 使 当 i|zjly 志 6,， 
lolz 和 6 时 ， 有 19(z) 一 g(ow) 川 和 ez 一 wh。 取 0 «rs, 
n=r(1 =e | RID, We RI 1, yl«rC1 —e RID, 38385E 
理 6,4( 取 a==e,), 即 知 定理 6.5 的 结论 成 立 .证 完 ，。 

定理 6.6 设 F 是 局 部 是 的 Frechet % 间 ， 假 设 1*# 一 4*# 成 
立 ， 卫 ,一 斑 是 紧 算 子 (其 中 R=JT 一 (J 一 了 )-!), 设 存在 r>>0， 
52-04 BR B(r; Y OA Bs OO ,并且 在 F 的 拓扑 下 9g 是 连续 的 ， 
EPB Y) CY] yis EF mI FONA, Bis X)= 
(x€X| lxllx<s}。 如 果 yEZ， 并 且 |lylly*+slRl<r， 则 方程 
(6.1) 在 B(r; Y = UY] yl so p EDEA. 

证 对 9 EBr Y), EX 

Ap= y— Rg(o). (6.7) 
则 易 知 4 映 BCr;Y) 入 B(r;Y)cCBCr;Y), 并且 4 在 F 的 拓扑 下 
是 连续 的 。 下 面 证 RAGBY )) 在 FF 的 拓扑 下 是 相对 紧 的 , 令 
W =(g(@)|eC€CB(r,;YV)) 
WW C BG;,X).fERXOC FEFRISRIN FRI— 4 2FABRU 。 因 为 
由 jx 比 天 中 的 拓扑 强 ， 所 以 必 存 在 6> 0 84 R3EpC X, lol; 
和 6, 就 有 DELU 。 邻 e=6s ,显然 可 知 若 2EDB(s X), | a| xe, WI 
必 有 aeEU .因此 ，B(Cs;:X) 在 严 的 拓扑 下 是 有 界 的 ， MAWE 
五 的 拓扑 下 是 有 界 的 ,注意 到 尺 在 严 的 拓扑 下 是 紧 算 子 , 故 4 在 书 
的 拓扑 下 是 全 连续 算 子 。 根 据 Schauder-Tzxoroa 不 动 点 定 
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理 ，4 在 B(r; 了 ) 中 至 少 有 一 个 不 动 点 ,因为 4 映 Blr; Y) AB 
(rs 了 ), 故 该 不 动 点 属于 BCr;Y),. 根 据 引 理 6.3， 该 不 动 点 即 为 
方程 (6.1) 的 解 .证 完 ， 
为 了 用 上 述 绪论 研究 Volterra 型 积分 方程 解 的 性 质 ， 需 要 
Br9z Ak Volterra ft4 S-T- 5 Z2 X] CX Y ) 的 相 容 性 问题 。 
设 g€CCR+,R+),g(t)>> 0(yt 00, 
C,- ecu, P [sup PEBL; > o 1e]. (6.9) 
很 容易 知道 ，C; 在 范 数 
Iol=sup{ L210} (6,9) 
下 构成 一 Banach 空 间 ，C, 是 Frechet 空 间 CCR+， 民 ) 的 线性 子 
空间 ， 并 且 || .外 比 CCR+, 玉 ) 中 的 拓扑 强 ， 
考察 算 子 
Tep(D= 人 tbspGo)as a0), (6,10) 
定理 6.7 ” 设 &(t,s) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函 数 ， 了 : C(R*, 
及 )->CCR+, 及 ) 是 连续 的 . 设 gECCR+,R+),GECCR+,R+)， 并 
Hg(D02 0 (vi 00, G(D> 0 (yt 0 ).MJT 5 CC,LCCORHARE 
的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 wc> 0 ,使 得 
NO (0 «t« 4o), (6.11) 
证 充分 性 ， 设 (6.11) 式 成 立 ， 则 对 任 给 pEC:, 有 


| eG 800ds EIN klt, s)| lollsg(s)ads 


«alel,G» (0 xt« 4-0), 
这 表明 7pECe， 
必要 性 ， 设 对 任 给 c> 0 , 《6,11) 都 不 成 立 。 则 对 任何 自然 
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3n, 都 存在 总， t> + co ,使 得 


fy 
f |R(t,,s)]|g(s)ds>nG(t,), 


定义 

g(t)sgnk(t,,t), OSSh, 

p=] 
0, tH. 


We,CL.C 0,53, ECO t2 EB lo. | x gO(OD,3FR. 
tn 
| kapd GC). 
设 gp,;(1) 是 R+ 上 的 连续 函数 序列 ， 并 且 几 乎 处 处 有 


limg,:(t) =@,(t), |@, (t| g(t)., 
根据 Lebesgue 控 制 收敛 定理 


fa 
lim | "htt. ss Cds 


h 
= [hase Gd nC), 
因此 ， 存 在 i(n) ,使 得 
h 
| a, oo, (n) (s)ds>nG(t,) , 


显然 ， Qi (ny €C,,]lo..; (m) |, < 1 FEIT pn: (m) loezn. 因此 ， 
IT|=sup( Telid ell. < 1) +co。 根据 定理 6.2，7 不 能 把 
CRAC UE, » 
4M(G'*, R)—(oCO xp R RE - E fJ, e(Q016€ 
L.G)) EAR HR E AJ, 4 b(psJ)—esssuple(n], IM 
R+, PY feo CO oC s DITER h RR) FH 成 一 局 部 
Paride. 
设 9EM(R-,R) ,并且 对 几乎 一 切 1I 0,9002 0.4 
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Me={peMCR+ PP) 


esssup| Le L robot. 


(6,12) 
很 容易 知道 ，M。 在 范 数 
_ [e (»] 
lel. esssup [1$ DT io] (6,13) 
下 构成 一 Banach 空 间 ， 并 且 | HE M R+, R pR, 


重新 考察 由 (6.10) 式 定义 的 算 子 了 。 
定理 6.8 BRG, >) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函数 了，M (R+， 
R)-=M(R+t, RB)jEXESRUST aC M CR* , RP), GEMCR* , R+), 
JFÉEJLSEXI— 912 0， 都 有 g(t)>> 0 ,G(t)>> 0 。 如 果 存 在 常 
3a 0 ,使 得 对 几乎 一 切 壹 0， 都 有 
[Its lotodssaGco, (6.14) 


WTEM: MOME. . 
这 一 定理 的 证 明 与 定理 6.7 证 明 的 充分 性 部 分 类 似 ， 故 从 
Mi. 
516.9 设 k(1,s) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函 数 . 设 


tin( | IRCt+h,s) — RC us) |ds 
h-0 0 


IE 
+| IRG+h, sldsj= o. (6.15) 
o 
则 了 映 桩 (Rt,R) 入 CCR+, 驴 ) .车 进一步 假设 
sup[ f. lke, slds | o eate eoo (Vb 0), 


(6,16) 
WT EEMCR* ,ROACCR* , Rh 4k, 
证 任 给 pEMI(R+,R),t 0 CFR 0 ,|h|< VE 
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ITot--h) - Tec «|l aoo aso JoGs)ds 
(Mh 
+Í E(t+i+h,s)p(s)ds| 
«lp [&G E hs) — Rh, s) |ds 
0 


th 
+Í |&G-- h,s)]ds)-*esssupt(g(s)]Osst-- 1). 


(6.17) 
BiZlimTeG- 8) - TeQ). BIToCCCR*,R), 


如 果 (6， 16) 式 成 立 ， 设 pg,EM(R+,R)， 在 M(RI， FOR 
dh Fo.60, FüEXHEZD 0 ,有 
limmax |Tg,Q) |=0, (6,18) 


Too 0 <1=< 


SKE ï 0 «bn 


|Top) = | [acs ds 


« [180,5 |dsresssuple Dl, 
所 以 
saplTo(D1<sup f |&Ct,s)|ds-esssuplg,(]. (6.19) 
0<i<b OcicbJ 0 Oih 


故 (6.18) 式 成 立 ， 亦 即 了 了 ,M(R+,R)->C(R+,R) 连 续 。 

设 B 是 MCR+,RR) 中 的 有 界 集 ， 仿 (6.19) 式 的 证 明 ， 可 知 
对 任 给 b> 0 ,TB 在 [ 0 ,6) 上 一 致 有 界 ， 由 (6.17) 式 可 知 ， 对 
任 给 5> 0 ，TB 在 ( 0 , b) 上 是 等 度 连 续 的 函数 族 ， 从 而 TB 在 
CCR* ,及 ) 中 相对 紧 . 证 完 。 | 

#rg(t)= 1 ， 则 记 M ,= BM ,C,=BC. 

51386.10 ” 设 k(t,s) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函 数 .。 
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(i) 车 (6.16) 式 成 立 ,; 则 7T 映 村 (CR+,R) 入 自身 且 连 续 ， 
(ii) 若 下 式 成 立 ， 


supf f IRG, s)|ds] 0 «e +o} < eoo (6.20) 


HJT'HHO BM ,BM 383 , 

证 5 (6.190 XJ uEBJ, nIAuUTERMCR*, ARH, H 
(6.19) 5k 8T IT. MCR* , R)--M CR* , RF) 是 连续 的 . 当 (6.20) 式 
成 立时 ， 由 定理 6.8( 其 中 取 g(1) 二 G(t) 夺 1 ) 即 可 知 7 映 BM 入 
BM .证 完 ， 

4BC,-(o€BCllimg( = 0 )， 则 易 知 BC。 是 8C 的 闭 线 
性 于 空间 ， 令 BM。 一 (EBMillimg(t)=0}, 则 BM。 是 BM 
的 闲 线 性 子 空间 ， 

引 理 6.11 设 &(t，s) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函 数 ，〈6.20) 
式 成 立 。 则 有 

GO ROS E07 0, ， 有 

lim (^ lka, Lds 0, (6.21) 

WT 5(BM,,BM 3895 
《ii) 若 进一步 假定 (6.15) 式 成 立 , WT Sj (BC, BC. 83. 
证 由 引 理 6.10 可 知 7 映 BM。 入 BM .给 定 pEBM。， 并 任 


1662 0 ， 则 存在 p> 0 , 使 对 i 宇 6, 几 乎 处 处 有 |p(i) 1] < 


€ 
2a* 
其 中 a=sup{| lacs) las 0 <t<+oo}< +o, 由 (6。21) 
式 知 ， 存 在 b, 宇 b， 使 当 t 宇 b, 时 

d e 

fika, dds oT 
其 中 lgll 是 9 在 BM 中 的 范 数 ,因此 ， 当 t=b, 时 
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b t 
ITa) <f IRG, SPC) ds | |kG(t,s)p(s)|ds 


2 E t 
«lel | ka, olds S. {lac lds 


€ 


«lel* a hu 


故 pEBM。,(i) 获 证 。 若 又 设 (6,15) 式 成 立 ， 则 由 下 理 6.9 知 ， 
TRERCOR* , ROACCR*, R), Kg TIR BC, ABM, n CCR*, R) 
二 BCo,(ii) 获 证 .证 完 ， 

设 了 由 (6.10) 式 定义 .为 了 应 用 定理 6.4 一 定理 6.6 研 究 
Volterra 型 非 线性 积分 方程 ， 和 需要 对 算 子 R-—1—U-T)^ KK 
某 些 讨 论 . 

Wb 0 是 一 个 常数 ，k(t,s); (0.,b)<x (0, b)—+R:, i 
1<p<+co, p '-+q'' .如 果 

1°k(t,s) 是 C 0 bx CO ,b) ES ST 8) AA 3PB Ss BT, 
ka,s)= 0; 

2° 对 几乎 一 切 tE€[ 0 ,53,k(t, 0 €L,CO ,52, 

3" 对 几乎 一 切 sE[ 0 b), kle DELCO ,b); 

4" 下 列 两 式 成 立 : 


rp + 
f |& s dt | ds +00, 
0 o p 


ir (b T 
MI Lk, s) leds | dt< +00; 
0 0 
MIR, DECL, 5. 
HRG, SEC, b), Ek (¿,s)=RC(1,s), 
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f ku) e (Qu, s) du, 4 0 <s<t<bhfb, 
RB (t, =Í i 
0, MO =<t<s=<T B) 


(n= 1 , 2 , 3 |.) . S 
— Z k,G1,s) 4 0 <s<t<bBl, 


ru, =Í - (6.22) 
0,350 xt«s«blj. 


51386.12 ” 设 对 任 给 b> 0, kG DECL, b). W] (6.22) 
式 定义 的 r(t,s) 满 足 ， 

《(i) 对 任 给 0 > 0 ,rG,)0€CO,, T), 

(让 ) 由 r(t,s) 生 成 的 线性 积分 算 子 ， 


Re(D= | rG,s)pCs)ds (6.23) 


WER-I—(O-T)', 0. 
316.13 UEM D 0 ,h(t,s) 在 0 <s<t<b EX, 
则 由 (6.22) 式 定义 的 r(#s)， 满 足 : | 
G)XHEIBb 0 ,r(G, 1E 0 <s<t<b FE, 
Gi)H06.23) SE UI CT RUE R-I—(0-T). 
3| 386. 12505] 386 , 138 UE BI AR, K , Miller( 12, 
由 (6.22) 式 定义 的 r(1,s) 称 为 是 k(t1,s) 的 预 解 式 。 
下 面 研究 Volterra 型 非 线性 积分 方程 


x(t)=h(t)+ | kG, CC) g(xG)))ds,t20. (6.24) 


设 T 由 (6,10) 式 定义 ，r(1,5) 是 k(t,s) 的 预 解 式 ，R 由 (6.23) 式 
定义 。 在 考察 方程 (6.24) 的 同时 ， 考 察 


y(t) =h(t) + | kt,s)y(s)ds, | (6.25) 
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我 们 使 用 下 列 假设 . 
(1)k(t,s) 是 局 部 Lebesgue 可 积 函 数 ， 并 且 对 任 给 5 汪 0 ， 
都 有 
sup{ | 18G,sylds]| 0 «tb E +=; 


C2) k(t,s) 的 预 解 式 r(t,s) 存 在 ，r(t,s) 是 局 部 Lebesg- 
ue 可 积 函 数 ， 并 且 


supf [ rtt, lds| 0 tec Eton (6,26) 


(3) 9:R->R 连 续 ，g( 0)= 0 ,并 且 对 任 给 s> 0 ， 都 存 
在 6> 0 ， 使 得 当 |x| 委 6, jy| 和 6 时 有 
IgG -g(»»Iselx— yl. (6,27) 

定理 6.14 AREE C10. (2250. (3) 满足 B. 
hO)€ MCR*, R), JjRRCO.250 I] fg y(OEBM . 则 对 任意 充分 小 
的 >> 0， 都 在 在 7> 0,819 FLE||y|| n, 方程 (6.24) 在 {x6E 
BM | lxll<r} 中 就 有 唯一 解 。 

证 在 定理 6.5 中 , F-M(RS,R,X-Y-BM. 我们 
验证 定理 6.5 的 全 部 条 件 满足 。 由 假设 ( 1 ) 及 引 理 6.10 结 论 (i) 
n, TRMCR*, R)AMCR*, RO3E B.ESR. 由 假设 5 2 ) Ani, 
M(R*,R)--MCR*, REE., k, 


yD =h- f raodo ds 


XEM (R* , Fui E — f 13€ 31 — RR # 
I—-R-(QI-T)^ 
WER. XXEBII- T, M(R*,R)--MC(R*, R)jé1—1 Bs 
Ej. HC(G6.26055 3| B6 105516 Ci Ap, RECOBM , BM ) 相 容 
再 由 假设 〈 3 ) 易 知 ,定理 6.5 的 其 它 条 件 都 满足 .根据 定理 6.5， 
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本 定理 的 结论 成 立 , 证 完 。 
推论 6.15 设 假设 (1 )、(2)、(3 ) 成 立 , Bra, HE 
T IrCt- hs) —r(t,s)|ds 
toL J o 


[a 
+| Irt lds ]= 0. (6.28) 


WAG(DC(Rt, R), JEBJY8006.215)0888y(DCBC, 则 对 任意 充 
分 小 的 r*> 0 ， 都 存在 7> 0 ， 使 得 只 要 jy| 委 7， 方 程 (6.24) 在 
{ x€BC| ix 入 中 就 有 唯一 解 。 

证 H(6.28)5C3F Bs 91 28 6,9 S, Ri MCR*, FDA 
CCR*,R),8(6,260 32 8| B6, 105836 (i050, R 映 BM 入 BM , 
从 而 R 映 BC 入 BC .在 定理 6.5 中 ,， &F=M(R+, R), X=Y= 
BC， 并 应 用 定理 6.14 的 证 明 方 法 ， 即 知 本 定理 的 结论 成 立 . 证 
5t. 

推论 6.16 "REX C10. (2). (3D) RX, H 
r(t,s) 满 足 ， 对 任 给 6 0 ， 


b 
tim Í Irtt,s)lds- 0, (6,29) 
ond d 0 : 


ERAO)€BM,, JEHJEERICGL250 HR Ry COCBM ,. M| 对 任意 充 
分 小 的 r> 0， 都 存在 7， 使 得 只 要 yn, HE (6.24) 在 
(x€ BM, | ixzl 和 中 就 有 唯一 解 。 
证 由 引 理 6,11 可 知 ，R 映 BM。o 入 BM o. 然后 仿 定理 6.14 
的 证 明 即 可 .证 完 . 
定理 6.17 ”如 果 假 设 (1)、( 2 ) 成 立 ， 且 (6.28) 式 满足 。 
又 设 g:R-> 有 是 连续 的 ， 并 且 对 任 给 se> 0， 都 存在 6> 0， 合 
Häl <s, A 
lgCx)|<elx|, (6.30) 
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则 对 于 任意 充分 小 的 AEBC ,方程 (6.24) 在 BC 中 至 少 有 一 个 解 。 
证 BF=C(R+, R), X=Y —BC, 我 们 验证 定理 6.6 的 全 

部 条 件 满足 。 仿 定理 6,14 的 证 明 ， 可 知 定理 6.6 的 条 fp1*—4* 

满足 ,更 进一步 ， 若 hEBC， 则 y= 二 (1 一 R)hEBC， 并 且 

— dlc +laDIal. 

H B]B6.993[ 3, R.C(R*,R)—C(R*, 尺 ) 是 全 连续 算 子 。 
He, 0, te l RI 1,8162 0 flexo. 于 是 在 在 6> O0, 
fE H |x] <óBf, (6,300558 xp Ar —Ó, s=26, MH |l ri, 
有 Ig(eaDiseleqa)|«eó-s. Bi d£, gB (r, BO) X 
B(s; BC), 显然 g 映 Bl(r; BC) 入 B(s，BC) 在 CCR+，R) 的 拓 
扑 下 是 连续 的 , 并 且 B(r; BC) 在 C(R+，R) 的 拓扑 下 的 闭 包 
B(r;BC ) B(r, BC). 取 hEBC, 满足 

C1 | AiDIAsóC1 —e, RI) 
则 有 

13 二 1Rls 科 (1 十 | 十 Re6 

< 和 6(1 一 e RID +óe, | R|| =ó=r, 
因此 ， 定 理 6.6 的 全 部 条 件 满足 ， 根据 定理 6.6， 方 程 (6.24) 在 
B(r;BC) 中 至 少 有 一 个 解 .证 完 . 

附注 ” 相 容 性 概念 由 J],.L,Massera 和 J],J,SchafferC 1 33] 
入 。 本 节 方 法 的 特点 在 于 把 方程 (6.1) 转 化 成 为 一 个 与 之 等 价 
的 算 子 方程 (6.3) ,这 一 方法 通常 被 称 为 算 子 方法 。 本 节 的 基本 
结果 分 别 由 C.Corduneanu[ 4],[5),R.K,.Millerc 25, R. 
K.Miller,J, A, Nohel ,S, W, WongC1 23$ 8, 某 些 进一步 
的 结果 可 见 H.A.Antosiewicz[ 12, A.StraussC 1 3,S, I. 
Grossmann% R, K, Miller( 1 J, N,Levinson( 1 J, A, Fried- 
mann( 1 3. 2. 
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第 九 章 ”Banach 空 间 中 的 积分 方程 


$1 Banach 空 间 中 的 Fredholim 
非 线性 积分 方程 


设 E 是 某 实 Banach 空 间 ,1=[a,b), 考察 如 下 的 Fredholm 
型 非 线 性 积分 方程 


xt - [, Hass ss))ds, (1.1) 


其 中 HECLIxIxE,B). 设 P 是 E 中 的 一 个 锥 ， 从 而 书 确定 EE 
中 的 一 个 半 序 。 令 
P,=(xC€CC(T,E3)|x(t20,t€1;, 
这 里 CL[T，E) 表 由 所 有 的 映 1 入 EE 的 连续 映 象 Xx。 1->E 在 范 数 
lille m max lx (Dl BERI Banach zr Ml, 0 表 E 中 的 零 元 , 显 
然 已 是 CC ,五 ] 中 的 一 个 锥 ， 从 而 确定 CC7 ,五 ] 中 的 一 个 半 序 。 
很 明显 ， 如 果 P 是 正规 的 , 则 Pi 也 是 正规 的 ， 
引 理 1.1 车 P 是 体 锥 〈 即 PP 的 内 点 集 intP 去 8) ， WP, 
是 一 个 体 锥 ， 并 且 
intP,=(xC€C(1,E3)|xG)CintP ,1€1);, 
证 4Q-(x€cCU, E3|x(t)CintP, t€), TF Wi üE HH 
int 忆 ,一 Q. 设 xoEintP， 则 存在 r> 0 ， 使 得 
x€C(I,E), |x- xole <r=x(1D20,t€1, (1.2) 
对 于 满足 lz 一 xo(s)l|<*r 前 任何 *E7 和 zEE， 在 (1.2) 式 中 ， 令 
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x(t) =X (D) —x (s)+ z, M 48 x(t)= x G)—xo9)4T 276, 
tE ;特别 地 ，z 二 x(s) 宇 9， 从 而 xo(s)EintP, 由 s€E1 的 任意 性 ， 
即 得 xoEQ. 故 intPCQ. 
反之 ， 设 yoEQ. 取 定 某 toEint 已 .于 是 ， 对 任 给 1 E7， 必 
存在 se —2'(0)2 0, E 
yo (GI ) z2€' ug, (1.3) 
由 于 yo() 在 I 上 连续 ， 故 存在 开 区 闻 J(t，6’)=(t’ 一 6’， 
£ +ó )(6 > 0 )， 使 得 
£'ug (y (QD—y Í 07 )320,1t€J Q7 ,6 ), (1.4) 
于 是 ， 由 (1,3) 式 与 (1.4) 式 可 知 
yoG)zme8'ug, VICJ (I ,6 ), 
根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 可 知 必 存在 有 限 个 开 区 间 UG, 0) 6— 
1 ，2 ,…,m)， 使 得 它们 已 覆盖 7， 并 且 
yoÁ(t)Z8;uo, VICI (ti,E) i= 1, 2," m, 
其 中 ei;(i —1,2,- m) EER EC Reo m min(e, 6; tn, en} 之 
0 ， 则 有 
Yo (0)z6guo, VICI, (1,5) 
HiusCintPApn, # dE n2 0, 834 y€CCI, E), |y—yoll = 
max|y() — yoC «ni, EA 


us + y(t) 7 yo (20, vici, (1.6) 


由 (1.5) 式 和 (1.6) 式 可 知 ， 当 |y 一 yoje<? 时 ， 有 


OP z tcCintP, Vi€l; 


从 而 yEP;。 这 表明 yoEintP1。 因 此 QCintP:。 综 上 所 述 可 知 
intP,=Q, 
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#z(t)=u GEI), WjecQ-intP;, AmintP,z4., BRL 
PERRE UZ. 
考察 由 下 式 定义 的 积分 算 子 A. 
Ax(t) = | Hass scs. (1.7) 


3181,2 WEHCCU xTxE,E})， 并 且 对 任 给 R>> 0, H 
在 xlxBr 上 一 臻 连续， 这 里 ，Ba 二 { xEE| lx| cR). X 
存在 L> 0，L( 6 一 a )< 二 ， REREPEN A R EBE 
tEI,sEI, WA 
a(H(t,s,B))<La(B), (1.8) 
其 中 a 表 Kuratowski 非 紧 性 测度 . 则 .A,C[I, EJ>CU, EJE 
严格 集 庄 缩 算 子 ， | 
证 ”由 万 的 一 致 连续 性 及 (1.8) 式 ， 很 容易 证 明 对 任 给 有 
Fi BCE, f 
a(H(IxIxB))=maxa(H(t,s,B))<La(B), (1.9) 
REH E Ix Ix B VRS 0 ) 上 的 一 致 连续 性 易 知 H 是 有 界 
的 ， 从 而 显然 4，C[1 ,E>C[1 ,EE) 是 连续 、 有 界 算 子 。 任 给 
CUI EY ipfi RES RT» 0, S C (€ CCI E) llxllo<R)， 
BHdEIxIXB,EM — 8 £ Sk pe COSE SOEH AE IX IX B, 
上 的 有 界 性 ) 易 知 函数 族 {4x|xES} 是 一 致 有 界 且 等 度 连续 的 ， 
从 而 
aCACS)) 2supaC ACS Q))), (1,10) 
RHACS) = LAxCO XES} (参见 VY 。Lakshmikantham 和 和 
S.Leela( 2 ] 引 理 1.4.1) .利用 


gl | «codiezotco en), vx€CU , E) 
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并 注意 到 (1.9) 式 ， 可 得 


acAGSGY» m a(| || Ha, s, xs))dslxEs 有 


« (b—a)a(co( H (£,5,xC5)) |t,sCT , xc S)? 
—-(b—a)a((H (1,s,x(s))|t,sCI1,xc S) 
x(b—a)aCH(QL x Ix B))<(b—a)La(B), (1.11) 

RobB=(xCG)|]s€e1, xES }C Bs. 对 任 给 s> 0, 存在 S 的 一 个 
分 解 S= US,， 使 得 
diam(S,)<a(S)+e,j= 1,2,"5n, (1,12) 
Hx;jCcS,(jo1,2,,mXE 
a=t| «t, «t; my, Ky t=b,. 
使 得 对 任 给 1 xjen,,scl;—(,,t2), 1xixm, SU 
lx; CD — x; GO «e. (1.13) 
4B, xG)lseL, ES), WERB= U UB, 对 于 任何 uc 
Bj, v€Bi,f£t£t,sCIi, x, y€S;, li Bu xD u= yG) FE, 
(1.122 (1,130 BE, E 
lu~ v] lx GO — x Q2] 4- loc; (t) — x; G1] lx; GO — » G1] 
«x xcd e+ lxi ylle 
z:2diam(S;) +e<2a(S)+3e, 
从 而 
diam(B;)x2a(S)--3e, 1 Sim, 1=<J)=<n, 
Br, a(B)<2a(S)+3e8, H Tet E PE, £ 
a(B)<2a(S), (1.14) 
由 (1.10)、(1.11)、(1.14) 诸 式 ， 可 知 a(A(S))<<ka(S), 其 
rhh=2(b—a)L<1 .所 以 4 是 严格 集 压缩 算 子 .证 完 。 
定理 1,35 设 P 是 实 Banach 空 间 E 中 的 一 个 正规 体 锥 . Ut 
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(1) HECUxIXE, E), 3: BXMEZSR 2 0, He I x 
Ix Ba 上 都 是 一 致 连续 的 ， 

C2) 存在 常数 [> 0 ,满足 LC6 一 a) 二 十 ， 并 且 对 任 给 EE 
中 的 有 界 集 刀 和 t,sE7， 都 有 


aCH G,s, B) La(B), (1,15) 

(3) W, DEIXI- 
IFeACPERE2I _ 0; (1.16) 

PERI ixi 
(4) 对 (ts)E7x 了 一致 地 有 

lim IE C, 201] _ 0; (1.17) 

TES IT ° 
(5) FExEintPRkRECU Xx I,R!), 4818 

HG ,s,x) ZR, Xos VXZ xo, (1,18) 

| ends 1,vi€l, (1.19) 


则 方程 (1,1) 在 CLI EY EE EAR IUE (OO (C 152, 
3 ), 其 中 xi: 0080x100 xs VEI); x (OE B XUI, 
Ax dxo. 

证 R31.22, AÆRCU, EJACU, E) 的 严格 集 
正 缩 算 子 .由 (1.16) 式 及 互 的 连续 性 知 ， 互 (ts,0)=0(t SET )， 
从 而 x,(t) 寺 0 是 方程 (1,1) 的 平凡 解 。 

由 (1.16)、(1.17) 两 式 可 知 ， 存 在 正 数 ! 及 Ro。， 使 


0 «rc rol. <R,, (1.20) 


并 且 


VI Gs 155, vitse cei Ro, 


(1.21) 
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其 中 (1.20) 式 中 的 从 是 锥 已 的 正规 常数 (BB 0 <x= yñ DA 
Bi x IN I ylD .于 是 


lH Os olai EM, vi,sel,xeE, — (1.22 


2 (b—a) 
其 中 
M=supt|H0,s,x)1| t, s€1, xEBRo}. 
B 
R>max{2M(b—a), Ro}, (1.23) 
并 令 


G,=(x€C(I, E)| llxlle<r), 

G,—(x€CC, E)| lxle<R), 

G,=(x€CC(1,E) | llc R Het) xo, VIEI. 
WA, CMG ACU, EPRE. H3|B1 2 知 ，Gs 也 是 
CCI ,五 ] 中 的 开 集 .由 (1.20) 式 知 

GICG,Gs CG GNGs =¢, (1.24) 
由 (1.21) 式 知 , 当 xEG, 时 ， 有 


Axle max | (20-07: lC lds< 志 lxlle<r 
由 (1.22)、(1,23) 两 式 知 ， 当 xEG, 时 ， 有 
loce ille Mb) <$R+Mb-0)<R, 


从 而 
4(G DJ)CG 40G CG,. (1.25) 
当 xEGs 时 ， 有 xlcR, HsxG)2x Vt€D, Bii, 
l.Axllc P .由 (1.18)、(1.19) 两 式 可 得 


Axo f, b s) xod S Xo, 
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其 中 >=min| kde 1 .于 是 
ic 


Ax(t) xo, VIEIL. 
从 而 
A(Qj],)c6G,, (1.26) 
由 (1.25)、(1.26) 两 式 可 知 
deg(/ —4,G;,0)—1 ,1—1,2,3. (1,27) 
于 是 ，A 在 Gs 中 有 不 动 点 x,， W JE x2 (DC xo (ICD, XH 
(1.27) 式 及 拓扑 度 的 可 加 性 知 


deg(1—A, G,N(G, UG:;), =-—1, 
MAGN (G, UGs) 中 有 不 动 点 xa(t) ,证 完 ， 
注 1.4 ” 当 E 是 有 限 维 空间 时 ， 任 何 有 HECCIxIx 忆 ,ED 都 
满足 定理 1.3 的 条 件 ( 1 ) 与 (2 )，。 
例 1.5 考察 非 线性 积分 方程 组 


x, Que [LH sons Gn GYds, 
o 
| (1.28) 


x, = J 'H,G,s,x, (s),x,(s))ds, 
0 


其 中 
H.,Gt,s,x,,X,)=( 2 OA x, 十 YX ln(T 十 X Hx), 


(2—15) / x,x,arctg(xi - x1) 

1 -rarctg(xi-cxi) 

在 定理 1.3 中 , AI—CO, 12, E-R' P= x= Gn xi) 
€R'!Ix,20,x;2035, H(t,s,xy= CH ,(t,s,x,,x,), H ,(t, 
s,xiyxi))。 不 难 验 证 定理 1.3 的 全 部 条 件 都 满足 .例如 条 件 (5 ) 


验证 如 下 ; VE TEL 1 ,20),eo=[ , Wi 3$ xz5 xo 


H,G,s,x, , X, ) 一 


x IE 
21n2(z +4) 
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CBlx, => 1 ,X,Z2ëo > 时 ， xt, se( 0, 1) # 
H ,(5,5,x,,x;:)7» 21n2, 


A egarctg 1 
mI 一 一 ~- 
H ,,(t,s,X,,X;) I -arctg 1 
MES ou 
> "Y 2e,1n 2, 


因此 ， 若 取 h(t,s) 三 21n2. 则 (1.18)、(1.19) 两 式 满足 ， 
即 定理 1.3 的 条 件 C5) 成 立 。 根据 定理 1,3 可 以 知道 ， 非 线性 
积分 方程 组 (1 ,28) 至 少 有 三 组 连续 解 (x1:(1),x2:(D)) G= 1, ` 
2, 3),#Eihx,,GOD= 0,x,,(= 0; x,,()> 1, x,, (> 


3 
T 2 a 
PE GECO, 125 并 且 对 某 toEC0,1), 或 者 x, (1) 


2 


ae | 
21n2€x --4)J ° 
定理 1.6 设 P 是 实 Banach 空 间 E 中 的 一 个 锥 , 设 定理 1 ,3 
中 的 条 件 (1 )、( 2 )、《 4 ) 满 足 ， 并 且 满 足 
( 5) 存在 xoEPN{0} 及 REC[J xI, R), W4 
H (t,s,x) mh, S)xo,N XZ xo, (1,29) 


<1 或 者 xsdo)<|[ 


f, h(,s)dsz 1, VICI, (1.30) 


则 方程 (1.1) 在 CLI，E) 中 至 少 具有 一 个 非 平凡 解 x*(t)， 满 足 
x* (t) zxo, VICI, 
证 仿 定 理 1.3 之 证 明 ， 可 知 (1.22) 式 成 立 ， 其 中 可 取 RR。 
2 [xol CREE (1.2325, $ 
D- (x€CC , E)| xlo < REx 2 xo, VICI), 
显然 刀 是 CC7 ,五 ] 中 的 有 界 凸 闭 集 DC BD x CO m x€D), 
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仿 (1.26) 式 的 证 明 ， 可 知 44D)CD， 其 中 4 由 (1,7) 式 给 出 ， 
18189]381.2, "EJERRCU ,EJACU , 五] 的 严格 集 压 缩 算 子 。 
于 是 ， 根 据 Sadovskii 定 理 ( 见 附录 定理 2.14)， 有 在 DD 中 有 不 
动 点 x* .证 完 ， 

注 1.7 显然 ， 定 理 1.6 中 的 条 件 ( 5 ) 比 定理 1.3 中 的 条 件 
(5 ) 到 ， 同 时 ， 在 定理 1,6 中 ， 只 假定 P 是 中 的 锥 ， 并 不 要 求 
了 是 正规 锥 或 体 锥 。 

例 1.8 考察 非 线性 积分 方程 组 


[| = [8 CE,S x, C) x28) Xa (s))ds, 
| ' | 
] x,Q)- [Hass Gy Gs ds, (1.31) 


| ' 
Las | Hass G) x, G8 G0ds, 


其 中 
再 (bsXiyXiXs) 一 (2 一 要)2X txitxa —t’s, 
H (,s,x,,x1,x3)2€62 +ts)la( 1 +x1+x1+x3) 
—cos(t+s—x,), 

H,G,s,x,,X;,Xs)=Sin2(1—s+ x,Xs), 

在 定理 1.6 中 ,， 令 [=[0,1),E=R:,P={x=(x!, x, 
xs)C€CR°|x,Z 0,x,Z 0,xs2 0), H Q,5, 30 — (GH ,(t,s,x,, 
X; X ,) H LO, S x, x: Xs), H g(0,9,x4,X2, X30). "PORE HE 
定理 1.6 的 全 部 条 件 都 满足 。 例 如 ， 条 件 (5^0 验证 如 下 ， 取 
X97 (1,0, 00, Bl] 3x xo (x, > 1,x,2 0 ,x322 0), A 

H ,,5,x4,X5,X3) > 2 —ts—ts, 
H,((,5,x,,x1,x3)221n2— 12 0, 
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HaQO,5,x,,x2,x322 0。 
Bib, REG, s)= 2 一 要 一 请 5， 可 知 (1.29) 式 成 立 ， 对 上 述 
R(t,s), 又 有 


i tP 
| kdss)ds 一 | (2—is—-t!)ds- 2 ————> 1 
0 0 2 2 


(YtEC 0,12), 
故 (1.30) 式 也 成 立 . 于 是 ， 根 据 定理 1.6 可 知 ， 方 程 组 (1.31) 至 
Jb —HDOEBHROTUODXTOO, xfO», WES, xTOD 
> 0,x%()>2 0 (vI€[ 0,12), 
利用 压缩 映 象 原理 ， 可 以 证 明 下 面 的 唯一 性 定理 ， 
定理 1.9 RHECUxIxE, EW Lipschitz ##k, 
LH Gus o0 — H Gs, | Llx— yl, yt, sel, x, y€E, 
(1.32) 
Xd 
L(b—a)«1, (1.33) 
则 方程 (1.1) 在 CCT，EJ] 中 有 唯一 的 解 x*(1)， 并 且 对 任 给 xoE 
CU ,E), FERFI 
w(t) = | H(,s,x,-.(G)ds (091,2,72, (1.34) 
都 有 
lim||x,—x*]c- 0, (1.35) 
证 考察 算 子 (1.7). 设 xEC[7 ,已 ] ,对 请 ,foE7t->to, 有 
Il4x( 人 一 4xdo)l<| |HG,,s,x(s))— H(t,s,z(s))|lds, 
(1.36) 


由 五 的 连续 性 可 知 ， 对 任 给 sET, 有 
lim|H Qs xG)) — H(tosssxts)N = 0, (1.37) 
481 


另 一 方面 ， 对 1E7,sE7 ,由 (1.32) 式 知 
VH (t,s,x(s))|<]H (t,s,x(s))— H(t,s, 0) VH G.s,01l 
=<Ll|x(s)| HIH G, s, OSs Llit M, 
RPM =max|H (,5,0)l|— t eo. Fit, HERSE, HR 
LH (t,,s,z(s)) — H (to ,s,x(s))||< 2 CLlxlc-- M). 
(1.38) 
由 (1.37)、(1.38) 两 式 ， 并 利用 Lebesgue 有 界 收 敛 定理 ， 
可 知 有 
im | IHa,,s,xG))— Ho sss x Gd 0. 
由 此 ， 并 注意 到 (1.36) 式 ， 得 
lim||4x(£) — Ax(1,)21- 0, 
MALEC, EJ JCRBLAWICCI EJ ACU E). 
XHERXC€CU,E), y€CCG,E),H0.32). (0.33) BI X, 
有 
| Ax) -Axcli« Í, |H (t,s,x(s))—H(ü8,s,y(s))||lds 


«L| lxG) — »Golldse Lc -—allx— yle. 


所 以 
[4x — Aylle<qlx— ylle, (1.39) 
Aha LO a) & 1 .因此 4 是 压缩 映 象 ,根据 压缩 映 象 原理 ， 
即 知 定理 的 结论 成 立 ,证 完 。 
附注 本 节 引 理 1.2、 定 理 1.3 和 定理 1.6， 都 是 在 部 大 多 
[33] 中 证 明 的 。 
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S2 Banach j ij Volterra 
非 线性 积分 方程 


设 忆 是 实 Banach 空 间 ，D 是 中 的 开 集 ，J/ =[to, tota) 
(a> 0 ) .考察 Yolterra 非 线性 积分 方程 


n 
xa) xs (D+ | H (1,$,x(s))0ds, (2.1) 
to 


HxC, D), HECU x Jx D, E). 

定理 2.1 设 :(1 ) 对 D 中 的 任何 有 界 集 B, 右 都 在 /x x B 
上 是 一 致 连续 的 ， 

( 2 ) 存 在 常数 > 0 ,使 得 对 任 给 !, SET 及 D 中 的 有 界 集 B， 
都 有 

aC(H (t,s, B) La(B),; (2.2) 
则 存在 0 <r<a, 使 方程 (2.1) 在 CL[J。，DD] 中 有 解 ， 其 中 Jo= 
[tostotr), 

证 n> 0, B, ={zEE| || z- xot) |n) cD. 由 
xo(t) 的 连续 性 知 ， 存 在 6>> 0, EMi <t<t,+óRF, #|x (tD 
— Xo(ta) |! «5. $M -suptlH Q, s, xil t,sEJ, xc B, 
+o, r=minfa,ð, hz, ar] Für 即 合 要 求 ,事实 上 ， 
令 


F=Í<ecu,, Ej | [x— xo || e < z 


HPJ =(Cto,to +r), HDF ECU, ,五 ] 中 的 有 界 凸 闭 集 . 考察 
"T 
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i 
Axa) xs 00 | H (t,s5,x(s))ds, (2,3) 
to 
34xC€ FB, 对 tE[to t tr) Alx — xs COT m. E 
t 
[Axx DI | IHG,s, #6) llds<rM < LGE o, 
to 


H nf kL Ah F A F BJ. 4 的 连续 性 是 显然 的 . m Hi — x 
续 性 容易 证 明 
a(HO(J x ox By) maxa(H(t,s, B», (2,4) 


其 中 如 是 六 中 的 任 一 有 界 集 , 另 一 方面 ， 对 xEF ,brE7or<h 
有 


Ax) — Ax CO o oro (0 zo S LH (t,s,x(s))||ds 


+Í IHG,s,x(s))— H(z,s,x(s))||ds, 
to 


Bib, CAxCO |x€F eJ o 上 是 一 致 有 界 且 等 度 连续 的 ， 从 而 
对 任何 SCF， 有 
a(A(S))=supa(A(S(D)) (2.55 
(Su V.LakshmikanthamfflS,Leela( 2 ] 引 理 1.4.1) . 1j 
引 理 1.2 中 (1.11) 式 的 证 明 ， 并 利用 (2.4)、(2.2) 两 式 ， 可 得 
aCACGS G) YSG toa (H 0,5,x())|f,5€7 9,x€)) 


«ra(H(JoxJox B,))SrLa(B,), (2.6) 
其 中 B,=={x(s)1xE€S,sE€Jo}CBoCD. 仿 (1.14) 式 的 证 明 可 得 
a(B,)=2a(S), (2.7) 


TJ, B8O,.520,(2,600,. CO.NZ, aCACS)) x 2rLaCcS) 
<a(S) Ik AKIF A FIS PRAE ERCT. 根据 Sadovskii 


不 动 点 定理 ，4 在 中 具有 不 动 点 ,证 完 ， 
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定理 2.2? (积分 不 等 式 ) — WEPIEE BW, HECU x 
Jx E,E),H (t,s,u) X Fui Bl, BIXHTISICJ SEJ pu, «ui, 
BUSH G,s,u ) &H (t,s,u,) Exo ,u,v€CCU ,EE), 满 足 


t 
u(t)= xo (t) + J H(t,s,u(s))ds,t€J; 
| ° (2,8) 


1 
vSro) | Ht,s,o(s))ds,t€7, 
to 


Wi Wu(t DKU T AE Bu KOVE), 
š 设 所 述 结 论 不 成 立 ， 册 
Z={EJ |u KORR) A. 
At =infZ, MERE >t HAMERS, REA- 
ult)EintP, mo) — ult, )EoP。 因 此 ， 存 在 JEP*、\{10}， 使 
fG) —-u0,)) 0 ,H(2.8SH(t,s,u): Full Fk, JF 
HERES EAxCintP,f (0 0 ,可 得 


1 
fait of [sao n H(,,s,u(s))ds) 
0 


H 
«fs aos f H (t, ,s, u(s))ds)< f(u(1,)), 
0 


此 与 1(v(t,) 一 u(t1)]= 0 矛盾 。 
注 2.3 ”从 上 述 定 理 的 证 明 可 以 看 出 ， 把 (2.8) 式 换 为 


t 
ult) < x (t) + | H(t,s,u(s))ds,t€7 , 
to 


| ， (2,9) 
vix (D+ | H (1,5,v(s))ds,1€J 
to 


后 ， 定 理 2.2 的 结论 仍然 成 立 。 
定理 2.4 d. CIO 对 EE 中 的 任何 有 界 集 B, HRES x 7 
x 了 上 是 一 致 连续 的 ; 
485 


( 2 ) 存在 常数 上 >> 0 ,使 得 对 任 给 #，sE7 及 无 中 的 有 界 集 
B,(2.2) 式 都 成 立 ， 
(3 )P 是 E 中 的 体 锥 ， 并 且 右 (t,s,w) 关 于 4 是 增 的 . 则 存在 
0 二 r 志 a, 使 方程 (2,1) 在 CL[J ,,EJ( 6 二 [to,to 十 7]) 中 有 最 大 
fitv (tf) 和 最 小 解 p(t) HHE OEC, E) 中 的 任何 解 
x(t) ,都 有 
pO) x) SY), Vt€J,, (2.10) 


证 在 定理 2.1 的 证 明 中 ， 取 D=E, r=minfa,ð, "g, 


直上}. 再 取 定 一 yoEintP, 使 |yol 一 马 , 代 替 算 子 (2.3), 考 察 算 
P 


i 
A,x (t) = Ax(t) + ly- x (o | H (6,5, x(s))ds 
to 


+i yo n= 1 2,3 te (2.11) 


MERZ AKERS, LRE AF 是 严格 集 压 缩 算 
子 ， 从 而 4, 在 局 中 具有 不 动 点 x，: 


t 
x(t) = Ax (E) = x C» | H(t, sys) ds 5 yo, (2.12) 
to 


Z&S=(x,|n= 1, 2 , 3 yC Vul i sg 382.1 5 EHB yz 
可 外 


a(S)=a[1 Ax T ys Je Gt) «(fy ) 
=a(A(S) )<$ a(S), 


故 c(S)= 0, AMEI On) Ry€COQ,.,, E29, 使 
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limiixn —ylc— 0 。 注 意 妃 的 一 致 连续 性 ,在 (2.12) 式 中 沿 m 取 
极限 ， 即 得 
somos f H(t,s,yCs))ds, 1i€J,., (2,13) 
故 ?( 妇 是 方程 (2.1) 在 CC[V。, 已 ] 中 的 解 。 现 设 x( 刀 是 方程 (2.1) 
ECU ,,E Y FERE 8 
xoxo | H C, s, x G))ds,1€J s. (2.14) 
由 (2.12) 式 知 
mx (+ f H(t,s,xw(s))ds (k—1,2,3,*), 
(2.15) 
又 显然 xni(to) 光 x(to), 故 利用 定理 2.2, 由 (2,14)、(2,15) 
两 式 可 知 
xG)«&xnu (tiEJVoR 一 1T，2，3 ，…。 (2.16) 
#(2.16BERIRIR, MEOS, t€J,. WOENE 
(2.1) 在 CC7。 五 ] 中 的 最 大 解 。 
若 代替 算 子 (2.11) 来 考察 算 子 


t 
AtxG) = Ax(t ) E yo ms (0) + | Hü,s,x(s))ds 
to 


-1 y., n—1,2,3,", (2.17) 


则 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 方 程 (2.1) 在 CC7 ， 巨 ] 中 具有 最 小 
解 ,证 完 ， 
定理 2.5《〈 比 较 定理 ) ” 设 定理 2,4 的 条 件 (1 )、( 2)、(3) 
WE, OMV MERE. DECU, EPR RKM 
EUM. RmncCU ,Ej, 那 么 ， 
(i) 如 果 
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t 
mao È H(,s,m(G))ds, €J, (2.18) 


fo 


mj mO)y(OD, tEJos; (2,19) 
Gi) nR 
t 
may2x, (D + | H(t,s,m(s))ds, i€J, (2.20) 
to 


证 只 需 证 明 结 论 ( i )， 绪 论 (ii) 的 证 明 类 似 。 小 用 定理 
2.4 证 明 中 的 方法 和 记号 ， 有 
t 
xm(D222 (D + | H (t,5,xniCs))ds, 1€J ,,5—1,2,3,-., 
to 


(2.22) 
另 一 上 方面， 显然 有 
Xn (fo) X9 (£9) >M), k=1,2,3, (2.23) 
于 是 ， 由 (2.18)、(2.22)、(2.23) 三 式 ， 并 利用 定理 2.2， 知 
mt 人 xz(t)，tE7yoR 一 1，2，3，…， (2.24) 


在 (2.24) 式 中 ， 令 P~>co 取 极限 ， 即 得 (2.19) 式 .证 完 。 

下 面 讨论 方程 (2.1) 解 的 唯一 性 。 

定理 2.6 HECU xJXxE, EJ ÆLipschitz% $F, EH 
存在 常数 L> 0， 使 

|HG,s,x)—- H(t,s,y)||<L|lx— yl, Vt,s€7,x, y€E, 

(2.25) 

则 对 满足 0 <r<min(a, L Er, PER. DIECCI,,E3 
Q o Uo, to +r))'H RR SE RE CO , HEERE 


t 
x GO exo | H (ts, . G2))ds,n71,2,3,* 
to 


(2.26) 


EJ k Su SiCEX* (D, 
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证 任 给 0 crminla,L71), A 


_ rN 
"7—1—p^ l> (2.27) 


HPN —max|H (ts, xo GOD || t oo AHECCI o ED rh EUER 
ES 
F —- (x€CC ,, Ej] leslie maxlas (D= s CO] cm 
和 算 子 (2,3), 当 xEF 时 ,对 t,s€Jo， 利 用 (2,25)、(2。27) 两 式 
可 得 
|H Ct,s, x CD | LH ,ss,x(s)) — H (t,s,x (s))|| 
LE Gs, xo C2)1| 
«L|x() —x (s)|+N<Ln+N=nr":, 
从 而 当 t1EJ B, d 
Mozno f LH Css GO) ds <nr-! a-t) n 
o 


WLAxCF, BRDIABRF AAF, 
B- H, XHEWXCF,ycF, 580.253: , 0T 


1 
to 


t 
«L| lx Cs) — y(s)|ds<Lr|x— ylle, v 1€J o, 
0 


从 而 
Ax—AylesLrlx— ylle. (2.28) 
因为 Lr 之 1 , 故 4 是 已 上 的 压缩 映射 。 根 据 压 缩 映 射 原理 ，-4 在 
所 中 具有 唯一 不 动 点 x*， 并 且 和 迭代 序列 (2,26) 在 J。 上 一 致 收敛 
于 x*, 此 x* 即 为 方程 (2,1) 在 CLCJo,EJ 中 的 解 , 由 于 (2.28) 式 对 
EREC ,,E), VECU 0o,EJ 也 成 立 , 故 4 的 不 动 点 必 唯 一 。 
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定理 2.7 设 ,(1 )GECEJ xJ x R*,. R')UR* — (XC R' |x 

> 0),GG,s,0)= 0 ,G(t,s,W) 关 于 4 是 增 函 数 ， 并 且 4(1) 二 0 
是 积分 方程 

«bf G(t,s,uCs))ds (2.29) 


to 


ECU ,及 中 的 唯一 解 ; 

(2)HECLJ xJyxE,E), 并 且 对 任 给 1,sSEJ,x,yEE， 有 

EGO HO,s, KEG, sxy. (2.30) 
则 方程 (2,1) 在 CCJ ,EE 中 至 多 有 一 个 解 ， 

证 设 x(1)，y(t) 都 是 方程 (2,.1) ECU, EYE, $ 
m) =|- IONEDD mE) = 0， 并 且 由 (2.30) RA 


t 
md)  IHass GO) - H sss ys)) las 
to 
t 
«| GC,s,lxG) — y(s)|)ds 
to 


H 
«| G(,s,m())ds, (€J. 
lo 


由 条 件 (1 )Rlu(D = 0 是 方程 (2.29) 在 CCV ,R+ 中 的 最 大 解 。 
由 第 八 章 定理 4.3 的 证 明 方法 可 知 
m(t <u(t)= 0, vt€J., 

由 此 可 知 m( 蚊 三 0 JRHIxCOSSyCOCVICJO ,证 完 ，。 

附注 Banach 空 间 上 的 Volterra 型 积分 方程 的 研究 ， 与 
Banach 空 间 常 微分 方程 理论 ,有 着 密切 的 关系 。 

与 本 节 内 容 有 关 的 进一步 讨论 可 见 V。 Lakshmikantham 
和 S。Leela[ 2 3, 
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第 十 章 ” 非 线性 积分 方程 理论 的 应 用 


非 线性 积分 方程 理论 ， 在 数学 和 其 它 自然 科学 的 许多 领域 
中 ， 都 有 广泛 的 应 用 。 限 于 篇 幅 ， 我 们 只 讨论 其 中 的 几 个 方 
面 。 

在 本 章 81 一 83 中 ， 我 们 较 详 细 地 讨论 非 线性 积分 方程 在 常 
微分 方程 边 值 问题 中 的 应 用 。 利 用 非 线性 积分 方程 讨论 偏 微分 
方程 ， 不 可 避免 地 要 涉及 偏 微 分 方程 中 的 先 验 估计 。 这 是 一 个 
专门 的 ， 需 要 很 大 篇 幅 的 问题 、 因 此 本 书 没 有 讨论 这 一 问题 。 
有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参考 本 章 $3 附 注 中 的 参考 文献 . 

本 章 $4 简 述 了 在 物理 和 自然 科学 其 它 领域 中 出 现 的 几 个 非 
线性 积分 方程 ， 


$1 非 线性 常 微分 方程 两 点 
边 值 问题 的 可 解 性 


在 本 节 中 ， 主 要 讨论 常 微分 方程 两 点 边 值 问 题 
—u"-f(x,u,u'), x€(0,1) (4.1) 


aul 0 )tf.u'( 05020 , 
l (1,2) 


a.u 120 )1u/(1220 
解 的 存在 性 . 


先 做 某 些 准备 。 设 u(x)EC*C0 ,1), 记 
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U,—maxlu(z)|, U,-— max|u' (x)|, 
U,=maxlu (x)|, 
引 理 1.1 HuG0€C'C0,1), B 
U< 2 IU U 2 +2U,, (1.3) 
证 设 ju’(x)| 在 x。 处 取 到 最 大 值 ， 即 U1=|u’(x,)|。 f£ 
取 正 数 6， 使 5 所 1 ， 则 当 |x 一 xo| 委 6 时 
U ,>- u (xw, )—u'(x)| > w], 


|x, —x| 
因此 ， 对 任 给 xE[0,1],|x 一 — x, | <ó, 有 
lu X | ZU, —óU,., (1.4) 
Bx ,x,€C0, 12, filx;—x,|-ó, |x, —x, | =ó, |x, 一 
x | <ó, mA 
LAC) uon] = ur da an] zU,-6U,. 


(1,5) 


其 中 xi xxx, .同时 又 显然 有 
[u(xi)—u(x,)|<2U,, (1.6) 
由 (1.5)、(1.6) 两 式 可 得 


U,«àU + gio), (1.7) 
显然 9(6) 在 6= 6 = 让 35 时 取 到 最 小 人 


g) =2 Z2U U, (1.8) 
车 6, < 1 ， 则 取 6 一 5。, 由 (1.7)、(1.8) 两 式 得 
Ui<g(6)= 2/ 2U Už; 
若 6,> 1 ， 则 取 6= 1， 由 (1.7) 式 得 
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U,<U,+2U,<8,U FU = Z7U U, +2U,, 
因此 ， 不 论 哪 种 情况 ， 都 有 (1.3) 式 成 立 。 证 完 。 

下 面 讨论 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 (1.1)、(1.2) 解 的 存在 
HE. 

E,— uG0€C C0,1)|uGO HR. C122 2. (1,9) 
XHMERuCE,, gb 


ju] 2 maxiuCx?] 3- max |u' CO], 
z€[0,1) x€[0.1] 


则 El 是 Banach 空 间 . 
定理 1.2 设 :(1)f(x, 4，p) 是 [0,1]x R! x R! EE 
EES 
(2928,70, ,x0, a,70, B1,20, as? E PO, 
at tpe 0 ,as o2 0; 
C 3 )f,' xu DREES, JETEXEa 0, fi 
f (x,u, 0) S~a; (1.10) 


CHECO), lu] t max | f(x, 0, 01, 1b] <+ 


Bj, UH 
[f Ox, u, p) | <b+ ped pp, 
HbS o ZR eC[pD o lime(|p|)= 0, pedel) 


是 [z| 的 单调 增加 函数 ! 
则 边 值 问题 (1.1)、(1,2) 至 少 有 一 个 解 。 
证 设 &(x，y) 是 一 w* 二 轴 在 边 值 条 件 (1,2) 下 的 格 林 R 
数 ， 则 边 值 问题 (1.1)、(1,2) 属 于 C CO, 1) 的 解 等 价 于 非 线 性 
Hammerstein 型 积分 方程 
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1 
u(x)= [hoo forucn u'CGy)Dd ys du(x) 


(1.115 
属于 CC0,1) 的 解 。 显 然 ， 由 《1.11) 式 定义 的 积分 算 子 4 映 已 ， 
入 台 ! 连 续 。 由 于 A 映 玉 中 的 有 界 集 为 C'C0，1) 中 的 有 界 集 ， 
WARE 入世 1 全 连续 。 因 此 ， 为 了 证 明 边 值 问题 (1 .1)、(1.2》 
有 解 ， 只 需 证 明 存 在 常数 M> O0, EHAEO, 1), u 是 边 值 
问题 

— u" =À)Í(x,u,u”) 
f (1.12) 
uCcE, 
的 解 时 ， 必 有 juj 志 MM。 设 当 XE[0,1]) 时 ，4 是 边 值 问题 (1.12) 
的 解 。 els ir max ju]. 设 u(x) 在 x。, 处 取 到 负 最 小 值 ， 则 由 
条 件 ( 2 ) 及 边 值 条 件 (1.2)? 式 易 知 ， 必 有 
u'(x )= 0 su” (X) > 0, 
并 且 存 在 u(xo) << 0 ， 使 
U(Xo)=—Af(xo ,u(OXÉ 0,0) 9 — Af, (x ,6,0) u(x,) 
—Af Gc ,0,0). 
因此 ， 当 4 二 0 时 ， 有 


u(x) >= max |f(x,0,0)|. 
x€[0,1] 
同 理 可 证 ， Bux AREI ERKE, 则 有 
usp <+ max | £Gx,0,0,2] " 
x€t0.1) 


而 当 4= 0 时 边 值 问题 只 有 零 解 。 因 此 ， 
lac] <- max17(x,0,0)|， (1.13) 


下 面 再 估计 max|u GO | .由 条 件 《 4 ) 可 得 
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lu^ Go | bt |u GO | ellu G0 D bU, eU), 
所 以 ， 
U,=w<b+U ,?e(U ,). (1.14) 
把 (1.14) 式 代入 (1.3) 式 ， 可 得 
U, «2/74 U,? GU, eQ 3 2U, 
<2V Tb US 29/72 UQ U (tU D) F2U,. 
(1.15) 
由 于 lime(1p1) 0, HEELS 0, fts po pun 


24 3 U,* Cea pot, 
因此 ， 若 U, 宇 pl， 则 由 (1.15) 式 可 知 
U,<+U,+ aJ 30 U 2 +2U, 


于 是 
U,«224/ 280 US +2U O, 
所 以 必 有 
U <max(2(2/ Zb? U P 2U pi). (1.16) 

H (1.13), (0.160 Bist Am, D fF M> 0, 使 得 若 
4E€[0,1)，wu(%) 是 边 值 问题 (1.12) 的 解 时 ， 必 有 lul 志 MM. 根据 
Leray-Schauder 原理 ， 边 值 问题 (1.1)、(1.2) 必 定 有 解 。 证 
完 。 

注 1 . 5 在 定理 1.2 中 ， 假 定 了 as a0. XE 为 
Mata’ = 0 b|, —u" — Au 在 边界 条 件 (1.2) 下 的 格林 函数 
存在 。 如 果 ao :+ai == 0 ， 则 此 时 边界 条 件 (1.2) 为 

u'(0)=w'(1)= 0. (1.17) 
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TEXXRRRULT, —u'— Aut PER 3k ETE. IHJ, WREN 
程 (1,1) 改 写 为 
—u" ufi x,u,u')-u (1.18) 
的 形式 ， 则 易 知 一 必 十 x 一 ju 在 边界 条 件 (1.17) 下 的 格林 函数 
存在 。 此 时 用 与 定理 1.2 完 全 相同 的 证 明 可 知 , 边 值 问题 
(1,18)、(1.17)〈 亦 即 边 值 问 题 (1.1)、(1,.17)》 的 解 存在 。 这 
说 明定 理 1.2 中 的 条 件 coz 二 ai2z< 0 是 可 以 删 掉 的 。 
下 面 考 虑 边 值 条 件 为 
u(0)=u(1)= 0 (1,19) 
的 情形 。 
定理 1.4 Uf 0,b5,20, 5,20, a20, 
B> 1 , >a , i B 
LP?) <b, eb, lup bs pl? (1.20 


则 边 值 问题 (1.1) (1.19) 至 少 有 一 个 解 。 
证 ”由 定理 1.2 的 证 明 可 知 ， 为 使 边 值 问 题 (1.1)、(1.19) 
有 解 ， 只 需 证 明 存 在 M — 0 ， 使 得 当 4E[0，1]，2& 是 边 值 问题 
—u' = À) f(x,u,u”) 
I (1.21) 

u(0)=u(1)= 0 
WARR, VA luis MBT. 先 估计 maxlu(x)| ,在 方程 (1 ,21) 
两 边 同 乘 以 4， 并 积分 得 

f u’ "dxc A f Gs uGO) ui! GOYuGOds, (1.22) 

MAS 0 时 ， 由 (1.20)、(1,22) 两 式 可 得 
[its toilul blu lutis 0, (1.23) 
设 v 是 连续 可 微 的 ，v(0)= 0 , 则 由 Holder 不 等 式 可 以 得 
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到 
|v(x)|= | Foroasl <f lv’ (s) jds 


1 
«([orcorrasy, (1,24) 
0 


u= jal", MiHCO.24)50384 
[ul ae 1 + (| lu llucs) tias y, 
所 以 
(z) tutt <| uouo ds, (1.25) 


将 (1.25) 式 代入 (1.23) 式 ,得 
b lutg blu]; 一 bs( 


B 
) luf? z 0 (1.26) 


B 
B+ 
Hp Julo = lulan., BA.2OR mM iul HR. 44= 0 时， 边 
值 间 题 (1.21) 仅 有 零 解 ，iul。 也 是 有 界 的 ， 

下 面 再 信 计 max|u’(x)1。 ix xt Iu G2 | — max 


lu (x), Hitu (xt) 0. x= 0 ， 令 最 接近 于 0 Bu! (X) 
的 零点 为 <( 它 一 定 存在 ) ， 将 方程 (1,21) 两 边 从 0 到 z 积 分 ， 
得 
u’ (0)= [| Feu ,u' (x) dx. 
在 (0,z) 上 2(x)> 0 ,于 是 
v Qs | (ba 二 ba —bs lu iod 


< 人 area Mdxscb lul, blu 。 
若 x*= 1 ,用 同样 的 方法 可 以 证 明 
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«Gy» | butb lujt )dx 
«b, lulo +b: lult. 
若 x*E(0,1), 用 同样 的 方法 也 可 以 证 明 
u’ Cx*) &b, Julo tb: lul. 
因此 ， 存 在 Mi:> 0 lu les Ma. Eu (OX 0, du 
以 证 明 存 在 W ,7 0, Bilu^ lo M .证 完 。 
附注 与 本 节 内 容 有 关 的 进一步 讨论 ， 可 见 李 正 元 和 钱 敏 
(12. 


$2 非 线性 常 微分 方程 两 点 
边 值 问题 的 多 重 解 


本 节 利 用 非 线性 积分 方程 理论 研究 常 微分 方程 两 点 边 值 问 
题 非 平凡 解 的 存在 性 和 个 数 。 

令 

Luz —(p(x)u!(x))'+g(x)u(x). 0 <x=<1, (2.1) 
JtrhRp(x)C€CC'(0,1),p(x)>> 0 ,q(x)EC[0,1),q(x) 0 .考察 
线性 Sturm-Liouville 问 题 

Lu-4Aa(x)u,0 SxS 1, (2.2) 

aou(0) + Bou’ (0)= 0 ,a,u(1) t Bou (D —0, (2.3) 
#rBa(x)C€C(0,1),a(x)> 0。 设 4= 0 不 是 (2.2)、(2.3) 的 特 
征 值 ， 则 根据 第 一 章 定理 1.4 可 知 ， 边 值 问题 (2.2)、(2.3) 等 价 
于 下 列 线性 积分 方程 


1 
uoo 7A [ kG,y)ya()u(y)dy=4Bu, (2.4) 
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其 中 Green 函数 R(x,y) 的 表达 式 可 以 写 为 
PII ,0xxxyx1, 
k(x,y)— 1 (2,5) 
[prow 0=<y<x< i, 
这 里 矿 是 一 常数 ，2#(x) 和 2(x) 分 别 满足 
Lu= 0 ,u(02,,u/(002—a,, (2.6) 
Lv= 0 ,u(1)—f,,v'(1)— —a,, (2.7) 
932.1 i$o,20,8,«0,20,20, B,2 0, a tp? 
= 0 ,a 十 Bi? 二 0. 。 则 由 (2.4) 确 定 的 线性 积分 算 子 满足 五 条 
件 〈 见 第 五 章 定 义 5.1) 。 
证 dB EO 7I ESturm-LiouvillBieAk(x, y) 0 , 
并 且 边 值 问 题 (2.2)、(2.3) 对 应 于 第 一 特征 值 C(7( 召 )- 2) 的 特征 
函数 xi GO E. u,(x)>2 0 (vx€(0, DO JE HE u (00 —0, 
R) ui^(002 0, 2:100 0, Ju; C2 0， 利 用 (2.5)、 
(2.6).(2.7) 三 式 容 易 证 明 ， 必 存在 6> 0, fi 
uy X) ZzÓR( X, y), Vx, yC€(0,1), (2,8) 
HEg*(x)=uí(m)a(x), HÆRRA, y — RCy x2 有 


1 
r(B)g*Cx) = [/&Gra0aGog*Gnd y, 


再 由 (2.8) 式 ， 并 注意 到 k(x,y)= 二 hk(y,x)， 有 

g*(y)=a(y)u,(y)> ók(x,y)a( y) 
BREH IE. MES, 

下 面 考察 常 微分 方程 

Lu= f(x,u), 0 <x=<1, (2.9) 
Wf u3ECO,1) x R 上 连续 (不 要 求 非 负 )，f(x,0) 三 0 ,并 
##b> 0 W l 
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f(x,u)22—b, vx€(0,1),u€R'; (2.10) 
又 设 存 在 连续 函数 ac(x)> 0 ,b(x)2 0, cO 0 r> 0, fk 


f xu) za(x)u—b(x), Vx€CO,1),u2 0 ; (2.11) 
Hf ox [eGO |u], vx€G, |u] <r; (2,12) 
£ B.u= | kr yayad, 


Bou= | kCG,yye(yyu(y)dy, 
定理 2 .2 ia, > 0 bos 0 .a,2 0 , 2 0 9 Co tpo’ 
3 0 ,a +B, ?三 0 ,又 设 (2,10)、(2.11)、(2,12) 三 式 成 立 ， 
X Hr 1, r B> 4， 其 中 r(Bo) 和 r《B。) 分 别 表 B。 和 
瑟 - 的 谱 半 径 。 则 边 值 问题 (2.9)、 (2.3) 至 少 有 一 个 非 平凡 R. 
证 边 值 问题 (2.9)、(2.3) 等 价 于 
uc) m [kc DEO Dd y= Aula), (2.13) 


其 中 k(x,y) 由 (2.5) 式 定义 。 由 引 理 2,1 并 根据 第 五 章 定 理 5.3， 
即 知 积分 方程 (2.13) 至 少 有 一 非 平 凡 解 ， 即 边 值 问题 (2.9)、 
(2.3) 至 少 有 一 非 平 凡 解 .证 完 。 
推论 2.5 “” 设 (2.11)、(2.12) 两 式 成 立 , 又 设 存 在 六 0， 
使 
b* 
KETO day xy ECO, 1) uz —b*, (2.14) 


其 中 M= max |° b(x,y)dy.XARr(B.)> 1, r(OB 1, M 
边 值 问题 (2.9).(2.3) 至 少 有 一 非 平 凡 解 ， 
推论 2.4 “” 设 (2.11) 式 成 立 ， 并 存在 连续 函数 c(x) 及 


r> 0 ,使 
f(x,u)<c(x)u, VxC(0,1), 0 <su<r, (2,15) 
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fu 0 ,vxC€C(0,1l,u> 0 , (2.16) 
又 设 r(B-)> 1, (Go 1 (bh Bui | &G 00000 


“dy), 则 边 值 问题 (2.9)、(2.3) 至 少 有 一 个 正解 。 

证 推论 2.3 和 推论 2.4 分 别 由 第 五 章 推 论 5.4 和 推论 5.6 推 

下 面 在 边 信 条 件 

u(0)=u(1)=0 (2.17) 

下 讨论 方程 (2.9) 的 正解 的 存在 性 。 

定理 2.5 设 f(x,w) 在 C0,1]x CO, 十 ce) 连续 〈 不 要 求 非 
负 ) ，f(x,0) 三 0 . 设 (2.11)(2.15) 两 式 成 立 ，r( 了 。) > 1, 
rC(Bo) s 1,993108] 88 (2,19) (2.170 8 Ug — ER. 

证 4 

fixi ,24uz 0 时 ， 


fioe (2.18) 
0, 344 <0BJ; 


Lu=f, (x,u), xEC0,1), (2.19) 
则 边 值 问题 (2.19).(2.17) 等 价 于 


u= | kay) f,Ou())dy= At, (2.20) 


由 引 理 ?2.1 及 第 五 章 定理 5.3 的 证 明知 
ind(/ —.4,,09)— 0, (2,21) 
4T,-—(v€CCO,13l uir). RRA, Dj 2.20) 
在 97, 上 没有 解 。 下 证 任 给 ucoT,, A» 1, d Aun, E 
然 ， 设 存在 soEo97,,4o> 0, EA, uo 二 4ouo。 则 易 知 必 有 
uo(x)> 0,0 <x< 1 (2.22) 
(事实 上 ,如 果 (2.22) 式 不 成 立 ， 设 u (x)# xo. 处 取 到 最 小 
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值 ， 则 wo(xo)< 0 suo’ Gc) 0 puo” C027 0 , 故 
—(p(xo)uó'(xo))' +q(mo)uo (xo) 
=— p(xo)uo (xÍ )—pb' (x )uo (xw )+q(Xo)uo (x )<0, 
但 另 一 方面 ， 一 (plxo)wo’ (xX0))’ aO Dus (OX) 9 As! filos 
2o(xo)) 一 0， 产生 矛盾 ) . MK 


Aotio = A, us = f keyf, (y,uo (y))dy 


= | kex DEY m omdys kr, yey u ond» 


= Boto. (2.23) 
由 (2.23) 式 及 第 五 章 定理 2.1 知 ， 必 有 r(B,)2>A 1, 
JE Er Bo x 1378, Witu, AT 1 4#Auə24u.B Dl 
deg(2—4,,7,,00— 1. (2.24) 
(2.21). (2.24) BisX Al, Tg E u*G0€CCO, 1), u* Go 
5 0, fiu*—.4,u*. 仿 (2.22) 式 的 证 明 ， 可 知 u* (0270. X 
起 必 为 4 的 正 不 动 点 ， 即 边 值 问题 (2.9)、(2.17) 至 少 有 一 正 
解 .证 完 ， 
定理 2.6 RO IDARE. HFEr*>r, > 0 及 d(x)E€ 
C(0,1),d(x)> 0 ,使 
f(x,u)2d(x)u, V x€CO,12,0uxr, (2.25) 
fxsr*)< 0, vx€(,1)., (2.26) 


又 设 r(B-)> 0 ,rCB,)>>1 (B.BB,u= | kex, dou» 


dy 定 义 ). 则 边 值 问题 (2.9)、(2。17) 至 少 有 两 个 正解 。 
证 由 定理 2.5 的 证 明 可 知 ,只 需 证 明 方程 (2.20) 有 两 个 非 
零 解 即 可 ,显然 (2,21) 式 仍 成 立 , 令 T*= {ECO 1| pup n, 
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^ nn * o 


设 存 在 veoEo7* ,41o 1, BA uo = Asus. D;O2.22) XI ER, 
Nino (x) 0 CV x€CO, D BUT. luo(x)1=r*, 故 存在 x。E(0， 
1)， 使 po(xo) 一 上 .由 于 xyo(x) 在 *o 处 取 到 极 大 值 ， 故 uo (xo) 
= 0, u," (xy) « 0 ,所 以 | 
Luo|x=xo = —b'(xo)uo (x0)— b(xo)uo (xo) 
+q(xo)uÍ (xo )2Z 0. 
但 另 一 方面 ， 由 (2.26) 式 知 又 有 
Luo|x=xo=ÀA f i (xo ,uo(xwo))=A4 f(x  r*)< 0. 
产生 矛盾 .因此 对 任 给 xEo7* ,> 1 , Au Au. Bf 
deg(1 —4,,7*,0)— 1. (2.27) 
ST, = (ucCCo, 0|] un rn ) .不 失 一 般 性 ， 设 4 在 97, 上 
没有 不 动 点 ,由 4, 定义 及 (2,25) 式 知 ，A, 映 7, 入 P= (0€CCO, 
1)1p(%x) 之 0). 由 拓扑 度 的 保持 性 知 
deg(I —4,,T, ,0)—deg(I —4, ,T, NP,0P) (2.28) 
H(2.2:0 3t, HEET, NP, EA um Buuctr(B,) 
> 1 并 根据 第 五 章 定理 2.5 知 ， 存 在 9*EP\ (0), 使 Bot 
r(B,)9* 宇 9*, 因 此 ， 根 据 第 五 章 推论 1,21 知 
deg —4,,T,0 P,0,P)— 0. (2,29) 
H1(2.21),(2.27), (2.28), (2.29) WRA, A 至 少 有 两 个 非 E 
不 动 点 ,证 完 。 
推论 2,7” 设 (2.11)、(2.26) 两 式 成 立 ，r(5。)> 1， 则 边 
值 问题 (2.9)、(2,17) 至 少 有 一 个 正解 。 
推论 2.8 1102.25). (2.260 BIS XE, 008,07 1, WA 
值 问题 (2.9)、(2.17) 至 少 有 一 个 正解 。 
证 由 定理 2.6 的 证 明 即 知 ,证 完 。 
考察 
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jia (2.30) 
u(0)—u(1)z 


X32.9 Wa 0G — 1,2, mTECO, 1] 上 非 负 、 连 续 ， 
Hi Y: | ox)dx< 4 .又 设 诸 c, 均 为 正 数 ， 且 其 中 有 a< 


i=] 
l1.,ai> 1,# Bai GO» 0 ,ai (x) 200v x€C0,120 , 则 边 值 问 
题 (2.30) 在 C:[0,1) 中 至 少 有 两 个 正解 ， 
证 边 值 问题 (2.30) 等 价 于 


a m | hex IF Gr ut yy, (2.31) 
0 


wa Y Saw , 0 SxS t, 


其 中 f(x, u) J alaus (xy) 的 表达 式 为 ( 见 第 一 章 81 ) 
i=1 . 
x( 1 —y), 0 <x<y=< 1, 
kx, »-1 (2.32) 
y(1—x) Oxyxxs1. 


eee SILERS 


>30- y), MÀ <y< 1 时 ， 


ly, My «im. 
5 —J WB, *H£4352€00,10, »€CO0, 00, # ` 
< 1—y, 
kz,y)<yCi o. 
<, 


所 以 
- 
kx, 2 LG) voe 1.2]. »eco.0.:eto, D 
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1 1 2 1 2 
(x, y)2 > vad i. 2])»d1. 2]. 


XM= max GG) =+ 故 由 第 五 章 定理 5,10 知 ， 命 题 的 结 


论 成 立 .证 完 。 

定理 2.10 设 ai(x)(i= 1，2 ,…，0) 在 [0，1] 上 非 负 、 连 
B, 0-a1 G-1, 2, *, n), 3E fe dE 1 «ion, 使 
ais(x)2» 0 CO <x=< 1 ), 则 边 值 问题 (2,31) 必 具有 了 唯一 的 不 便 
为 零 的 非 负 解 *(x)， 并 且 以 [0,1) 上 任何 不 人 恒 为 零 的 非 负 连续 
函数 so(x) 为 初 值 ， 作 迭代 序列 


u,(x)=( 1 -x)| > [Ea ont, (y): lady 


Zi (1 -于 ay Cu, oe Jay 


i=l 


(n= 1 9 2 s "), 
UCV, 12 E— Stc SC Put GO. 
WE 考察 由 (2,32) 式 定义 的 kK(x,y)， 则 


Jue, Way= | ya-ody* ['xa—»dy 


= 了 x 1—x). 
另 一 方面 ， 对 任 给 0 «Enc 1, Mnx« 1 时 
| zay= [a7 045-4 (m+ £)(n—£)(1—x) 
ZzË(m—Ë)( 1 —x); 
MEE xn 


| kayaya 'éa-may-ta-ma-5 
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M 0 < x< lf 
Jed» [^x 1 -y»dy-la-i-ma-bx 


zC1-mmo-£)x., 
因此 ， 


xsy)dy>28(1—m 78) (xs ydy, 


Vy 0<x<1, 
由 此 易 知 第 五 章 定理 3.7 的 条 件 满足 ， 故 由 第 五 章 定理 3,7 知 命 
题 成 立 ,证 完 . 
注 2,11 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 对 边 值 问题 
—u” = Dai) ue , 0=x=<1, 
f " (2.33) 
u(0)—u'(1)—0, 
jg PR2.9 052 882.102 (AO ie RRA 。 
下 面 考 虑 有 无 穷 多 个 非 平 凡 解 的 两 点 边 值 问题 。 
定理 2.12 dE. (1)fCx,u); C0, x R' Rie Carat- 
heodory 条 件 ， 并 存在 o>0,6>> 0,p22, fü 
[f Cx) | &a-cb|ul*,x€C0,13,u€ R' ; (2.34) 


( 2 ) 存 在 0 <r<+RM> 0， 使 


| Feæodo<raf ta), vx€CO0, 12, lul >M; 
° š 


(2.35) 
(3 ) 对 xE[0,1)， 一 致 成 立 lim At eoo, 
《4 ) 存 在 e> 0 ,6>> 0， 使 
a vx€(0,1), 0 « |u| <ó, (2.36) 
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C5O)XHESxCG,uCR!, A f(x, —u)=— f(x), 
则 边 值 问题 
—u = f(x,u), 
f (2.37) 
u(0)=u(1)= 0 
在 C :C0,1) 中 有 无 穷 多 个 解 。 
证 边 值 问题 等 价 于 


ua) | RDE ydy = Aula), (2.38) 


其 中 k(x,y) 由 (2.32) 式 确定 .由 于 h(x,y) 是 有 无 穷 多 个 正 特征 
fin r h (n= 二 1 ,2 ,…) 的 正定 核 ， 并 满足 


INI |hGo, y) |*dxdy< +o, 
0 0 


故 由 第 七 章 定 理 4,5 知 方程 (2,38) 在 上 ,中 有 无 穷 多 个 非 平 凡 解 。 
H TA (由 (2.38) 式 定义 ) WE L, 入 CC0，1)， 故 方程 (2.38) 的 
一 切 诗 于 LZ 的 解 均 属于 CL0,1])， 从 而 边 值 问题 (2,37) 在 C "C0, 
1] 中 有 无 穷 多 个 解 .证 完 。 

附注 本 节 内 容 选 自 郭 大 钧 [21]、[24] 和 和 孙 经 先 [ 41.48 
积分 方程 的 方法 研究 非 线 性 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 非 平凡 解 
性 质 的 工作 还 有 M,A,.KpacHocenpcrnii[43, M, A, Kpac- 
uocezsckuit fIl,II, 3aópeaxo( 1), W£ (25), ThE £ 
[1]， 黄 春 朝 [1 ]， 黄 春 朝 和 颜 骏 [1 ]。 


$3 非 线性 常 微分 方程 两 点 边 值 问 
题 特征 值 理 论 的 全 局 性 定理 


本 节 讨 论 如 下 类 型 的 二 阶 非 线性 常 徽 分 方程 两 点 边 值 问题 
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—(pu')' --qu- Af x uu 2, 0 xs, (3.15 


agu(0) + Bou' (00 0 
f (3.2) 
a,u(1)+0,u!(1)= 0 


的 特征 值 理 论 的 全 局 性 定理 。 在 本 节 中 ， 假 设 
1"(co2? 十 Do2)(ci2 十 Di2)s 0; 
2° f(x, š, m=alx)E +t H (x, £, 0), HHH, Š, n) 


=E HND CHE, n0, ORD, JEBH GE, m. [0， 
1) x R: x R' + R! ES, 
3° p(x)€C'(0,12, p(x)> 0 CVxEL0, 125, qGO€CCO, 
13,a(x)€CC0,1),a(x)2» 0 (V x€C0,12.) 
A HGO,E,n 0, WHEG.DERREN E 
— ( pu! )' - quz Aa(x)u, (3.3) 
我 们 先 给 出 线性 问题 (3.3)、(3.2) 的 若干 性 质 , 令 
E= {uEC' CO, 12 uii E VITE ARI (3.20). 
则 五 在 CC0 ,1 的 范 数 下 构成 一 Banach 空 间 。 令 
S;=ENN;, SEAN, S=EQANT, (3.4) 
其 中 Vi 和 Ni+，Ni- 分 别 由 第 六 章 (3.11) 及 (3.12) 式 定 X OR 
a= 0,5—1), 
51383,1 在 假设 1 和 3" 下， 线性 边 值 问 题 (3.3)、(3.2) 
存在 一 列 递增 的 单 重 特征 值 : 
À, XA <<, jim4 一 十 ce (3,5) 


并 且 对 应 于 4, 的 特征 函数 0.€5.。 
这 一 引 理 的 证 明 见 尤 秉 社 [ 12. | 
下 面 假定 边 值 问 题 (3.3)、(3.2) 对 应 于 4 的 特征 函 数 wE 
S+， 且 |o = 4， 其 中 +1 表示 上 中 的 范 数 ， 
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引 理 3.2 ”对 每 一 个 自然 数 六 Si, SHAS 都 是 中 的 开 

集 。 
证 设 *>2 . 设 wo(x)ESi+t, 则 wol(x) 在 (0, DH i— 1 
一 个 零点 x， Xi, cct Xirs WE us Cx ] = 0 (1<k<i—1), 
Ar-min jus (x)|, Wirz- 0 . 令 % Aas m 和 分 别 是 区 间 


(ÜO,x,),(X,,X;) 32, X32 ss (Ki ;1) 中 的 正 最 大 值 点 或 负 
最 小 值 点 ， 显然 存在 6o> 0, 使 得 当 xE€Ii 二 (Xi 一 60, xi 4-09) 


BE Ius GO C1 Ski- 1)， 诸 1i( 1 <h<i 一 1) 两 两 互 
i—1 ' 
KAR, 3EHx; € U COL jS, 令 a 是 luolx)| 在 [0， 


DNU 六 中 的 最 小 值 B= minus (x) |, FEED: 只 要 
uCE, 
luul «ó- min eB (3.6) 

MALESH. 

事实 上 ， 若 uEEE 满 足 (3.6) 式 ， 则 

(让) 在 每 一 个 人 (1 ERIT 1) 内，u(x) 至 多 有 一 个 零点 。 
车 不 然 ， 设 4(%) 在 J: 中 有 多 于 一 个 的 零点 , 则 u(x) 在 I 中 至 少 
有 一 个 零点 页 .于 是 

[uo (X |= [u Co) 7 Ge | Shu =u: li <>. 
此 与 r 的 定义 矛盾 ， 

(GD 对 xEC0,DNU 了， 有 w(x) 二 0 事 际 上 ， 由 a 定义 及 . 


(3.6) 式 可 知 ， 当 xEC0, UNU L BR 
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luCx) | z |u (x)] — |u(x) —u (x)| >a — ó >>> 0. 


Gi WOE xai (1 hei — 1 mbi EUR. 车 不 
然 ， WluCx) EC Xi ] 中 不 变 号 ， 而 uo (x) #luo( Xua ) 中 必 
是 一 正 一 负 ， Bur uo (xO) | 和 ui )— uo tia )| 中 必 
有 一 个 大 于 有 .但 另 一 方面 ， 当 x€0 282) J 时 

|uCx) —uo C | <|u—u l, «ó« B. 

产生 矛盾 。 

HERG) GD (iii) 即 知 ，xESr。 FE SiO 2 ) 是 已 中 
的 开 集 . i= 1 时 $+ 为 中 开 集 的 证 明 是 显然 的 , 同 SR, Sr 
Gzm1)XS;Go 1 ) 都 是 E 中 的 开 集 .证 完 ， 

892.5 ” 设 假设 1 ~3° 成 立 ，(X，w) 是 边 值 问题 (3,1)， 
(3.2) 的 解 ， PETA 


WE Ú S. (3,7) 

证 —q=AH(x,u,u' )u7 ,由 假设 3" 知 gEC[0, 12. 考察 
线性 问题 

` —(pv' )! - (q—q.)v—Aa( x)v, (3.8) 


显然 (4, 人 ) 是 线性 边 值 问题 (3.8)、(3.2) 的 解 . 故 根据 引 理 3.2， 
必 有 某 自然 数 i， 使 E51;. 证 完 。 

设 0 不 是 线性 边 值 问 题 (3.3)、(3.2) 的 特征 值 。 根 据 第 一 
章 定理 1.4， 非 线性 边 值 问题 (3.1).(3.2) 等 价 于 下 列 非 线性 积 
分 方程 ， 

ua) m A | Gc a fri! Gd y AAU), 
(3,9) 
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其 中 &Cx,y) 是 相应 的 Green 函数 .显然 ， 由 (3.9) 式 定义 的 算 子 
A; E—E ZER, A0=0, A FE, FEK 


A iG = | kG yyaCyyu(y)dy, (3.10) 


出 引 理 3,1 知 4。 存在 一 列 递 增 的 单 重 特 征 值 序列 {4.}， 满 
足 (3.5) 式 ， 并 且 相 应 于 A. 的 特征 函数 U.C... TF UE oes, 
lol = 1. 

设 了 是 方程 (3.9)《〈 亦 是 边 值 问题 (3.1)、(3.2))》 的 非 平凡 
BRER x EE 中 的 闭 包 ,C. 是 L 通 过 (4.,9) 的 连通 分 支 。 按 第 六 
章 定理 3.5 定 义 C+ 和 Cr 。 

定理 3.4 设 假设 1 一 3" 满 足 ，0 不 是 线性 边 值 问题 (3.3)、 
(3.2) 的 特征 值 . 则 对 每 一 个 s， 都 有 

(DCrC(R:xSar)U(C， 00), H CH dE (R! x S;) U 
《0 和 0)} 中 是 无 界 连通 的 

GiCre(R1x ST) UA 00), 3EH Cz ÆR x Sr) U 
{(4.,9)} 中 是 无 界 连 通 的 。 

证 设 ” 固 定 。 由 第 六 章 (3.8) 式 可知; A, WEC, 
CA, uE, 00, u= 0 了 时， 有 2&=po.+w， 其 p w= 
o(IBD. I Bv.€S,, SEJESE, Mus. Hd bM men 时 ， 
(44,00 € C,,. HIR 91383 , 3B] ,CCN A, 000 n CR! x 0S.) 
=ó, HEXCEICARE ERU, X 

C,C(R! x S)U4(G,,0))., (3,11) 

用 上 一 段 的 证 明 方法 还 可 以 证 明 : 车 (4,4)EC+,(4,w) 属 于 
(4.,0) 的 某 一 邻 域 U，w 志 0 ， 则 有 wES#。 因 为 S+ 是 开 集 ， 并 
注意 到 (3,11) 式 ， 故 在 U 之 外 ，C+# 不 可 能 同 R! x 9S+ 相 交 。 故 
由 C+ 的 连通 性 知 ， 必 有 C+CCR: x StU 0.88 Cz c 
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(Rx ST) U (4,00) PACEA Cr = (0,00) .根据 第 六 章 定 理 
3.3， 即 知 本 定理 的 全 部 结论 成 立 . 证 完 ， 
注 3.5 当 4= 0 是 线性 边 值 问题 (3.3)、(3,.2) 的 特征 值 
时 ， 也 可 以 证 明定 理 3 .4 的 给 论 I sr CLP, H, Rabinowitz 
(1). (32). 
HE3. 4 JEHEXEKSUICLO ({0} x E)=%, 立即 可 以 得 到 下 
列 推论 : 
推论 3.6 设 假设 1 ~3° 成 立 ，4, > 0 .又 设 
4" 存 在 4 的 增 函 数 M (D RRt, EREA, uA 0) 
是 边 值 问题 (3.1)、(3.2) 的 解 ， 就 有 ， 
Iul, MOD, (3.12) 
则 对 每 一 个 4 二 录 ， 边 值 问 题 (3.1)、(3.2) 在 St 和 ST( 1 Em) 
中 各 至 少 有 一 个 特征 函数 。 于是， 对 每 一 个 AD As WEN RE 
(3.1)、(3.2) 至 少 有 2n 个 非 平凡 解 。 
为 了 应 用 推论 3.6， 需 要 对 边 值 问题 (3.1)、(3.2) 的 解 进行 
先 验 估 计 ， 即 验证 假设 4"， 为 此 ， 建 立 下 面 几 个 引 理 。 
883.7 E. (1) a> 0, 8 和 0，co: 十 pos0， 
ai> 0,8,22 0,0, * - B, 0; 
(2 ) 存 在 4 的 增 函 数 Mo(4)，R+->R+， 使 得 车 CA, u) 
(4> 0 ) 是 边 值 问题 (3.1)、(3.2) 的 解 ， 就 有 
lu] <M A); (3,13) 
C3 ) 存 在 4 的 增 函 数 K (Ay, R+->R+， 使 得 当 xE[0, 12, 
I£|  M,CD, In] 9 99,42 0 时 有 
MGR Ei D Kc a», (3.14) 
则 存在 4 的 增 函 数 M (4);R+~>R+， 使 (3.12) 式 成 立 。 
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证 lu^ (x)| 在 x==x* 处 达到 最 大 值 . 先 考 察 u(x*)>> 0 
BUT OL. dnEu(x*)z 0, Mhae > 0,8,2 0.0, - 8,70 
Raul) tpu (O= 0 易 知 ， 必 存在 z2€(x*, 1), tu’ (2) 
— 0, JF HAE(O*, zyrhu' (x) 没 有 零点 。 将 方程 (3.1) 两 端 在 
《x*,z) 上 积分 ， 得 


b(x*)u” (x*) + f „audy 


=4| ,acu drta| Hrs) u adx, 
(3.15) 
注意 到 在 (x* ,z) 上 x(x)> 0， 故 利用 (3,14) 式 , 由 (3,15) 
式 可 以 推出 
w(< ATK IOIMoD, (3.16) 
其 中 p=minp(x),A=maxa(x),Q=max|g(x)|。 3 u(x*) < 
xC[0,.,1) x€[0,1] x€[0.1] 
0 ， 也 可 用 同样 的 方法 推出 (3.16) 式 成 立 . MC u'(x*)> 0 
时 ， l 
lula = lul+ lu’ 1 < (CA+K004+Q)M A) +M), 


(3.17) 
当 w (x#)< 0 时 ， 同 理 亦 可 证 得 (3,17) 式 成 立 , 证 完 。 
为 了 应 用 上 述 引 理 ， 需 要 验证 (3.13) 式 。 
引 理 3.8 i= 0 不 是 线性 问题 (3.3)、(3,2) 的 特征 值 . 
又 设 存在 常数 KK ， 使 对 任 给 xEC[0,1])，EER!，nER'! ,都 有 
[f(x,é,n)|<K. (3.18) 
则 存在 增 画 数 M。(4)， 使 得 4> 0 CA, VÆRE., 
(3.2) 的 解 ， 就 有 (3.13) 式 成 立 。 
证 由 (3.18) 式 知 
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jul -4 [Gan frio su’ (y)dy 


<AK.max | ki, nd». 


O<x<1 


RMA) SK max | kæ, ydy+ 1 ， 即 知 (3.13) 式 成 
立 。 证 完 。 

引 理 3.9 i. (l1)a,2> 0 ,B.< 0, @ tb? = 0, a> 
0,8,2 0,a,*4 B,!3e0, 

( 2 ÁxCCO, DDBI, gx) 0; 

(3 ) 存 在 常数 p> 0 ， 使 当 xE[0,1]， IE] >b, A 0 时 ， 有 


— Ocala), (3.19) 

则 当 4> 0 ,(4,z) 是 边 值 问题 (3.1)、(3.2) 的 解 的 时 候 ， 必 有 

lu|<b, (3.20) 

证 设 u(x) 在 x 处 取 到 正 最 大 值 ， 如 果 x 0, xsi, MM 
xE(0,1)， 故 

u/ (x) 0 u" GO 0) (3.21) 


如 果 x= 0 ， 则 ao= 0,8x8,— 0 ， 且 (3.21) 式 仍 成 立 。 同 样 车 
X= 1 ，(3.21) 式 也 成 立 . 于 是 
— p(x)u”(x)-+q(x)u(x)=A(a(x)u(x)+ H(x,u(x), 0)3, 
HFSS 0 ,q(x)2 0,47 0 , Wa(xyu(x)>— H (x, 
u(xX) ,0 )， 由 假设 ( 3 ) 可 知 ，x(x)<68。 同 理 可 证 ， 车 x(x) 在 
TARANEE WA u> 一 5。 故 (3.20) 式 成 立 .证 完 ， 
下 面 考察 方程 
—u”=ÀJ/(x,uy, 0<x=<1, (3,22) 
在 边 值 条 件 (3.2) 下 特征 值 的 性质 ， 边 值 问 题 (3.22) 、(3。2) 等 
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价 于 下 列 Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 
uA kGr of Orid AduGO, (3.23) 
0 
其 中 Green 函数 ARx，?y) 为 《参见 第 一 章 81) 


| -了 cox-po(ay 一 ci 一 Bi),0<x<y<1, 
kx y= 5l (3.24) 
| - Fay- pas —a1—b:), 0 <y<x<t, 
Qo Bo 
4- EIS 
a, a, +B), ! 


定理 3,10 RA 0. 设 1(x, 在 [0, 1) x RR 上 连续 (不 要 
求 非 负 )，f (x,0) 二 0 ,f(x,0) 存 在 连续 ， 并 且 
lim LWD Sto (关于 xE[0,1) 一 致 》 (3.25) 


we ful 
则 下 列 结论 成 立 : 
(i) 任 给 4 志 0 ,4 志 4,， 方 程 (3,.22) 在 边 值 条 件 (3.2) 下 至 


少 有 一 非 零 解 ， 其 中 {j)} 是 线性 积分 等 子 Bu(z) 一 | ka, y) 


f(y,0)u(y)dy 的 特征 值 集 合 ， 
(二 ) 若 w(x) 是 边 值 问题 (3,22)、(3.2) 的 对 应 于 4 的 非 零 
解 ， 则 
lim ulto, 1 一 十 oo 。 (3.26) 
证 设 I<0 (4> 0 证 明 完 全 类 似 ) 。 不 失 一 般 PE, W 
= 一 1。 又 设 coci 关 0 (aoQ 达 0 时 证 明 完 全 类 似 ). 下面 分 
八 种 情况 讨论 : 

(1) 设 pop,<s0， 且 aox 一 Bo= 0 在 [0，1) 中 无 解 。 此 时 
k(1,y)== 一 B1(a0oy 一 Bo) 志 0(YyE[0,1))。 根据 第 五 章 引 理 
6.11 和 定理 6.10， 本 定理 结论 成 立 。 
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(2 ) 设 BopB = 0, Haix—a, —8 = 0 #(0, 1 中 无 解 。 
IERI RCO y) =— pola, y —a.— B.) 0 CV y€CO, 1)). 根据 第 
五 章 引 理 6.11 和 定理 6.10， 本 定理 结论 成 立 ， 

(3 ) 设 BoB 1 二 0， 方 程 aox 一 Bo= 0 及 cx 一 ci: 一 0 = 0 


EO, DRIA, Aegis Eo, 使 -> x, > 


AFA, 则 当 y>xo 时 ?一 和 二 名 > 0 ,x 一 名 -< 0 (ss 


各)(y - -atki)<o, 由 aoa, > 0 知 (coxo 一 Do)(aly 一 Ci 


—B.)< 0 AREK y xo IE Cai xoa. — B.)(ao y — Bo) 
«0, 于 是 A(xo,y)< 0。 根据 第 五 章 引 理 6.11 和 定 386.10, 
本 定理 结论 成 立 ， 

(4 ) 设 BopB, 志 0， 方程 aox 一 Bo 二 0KEa,x—a,—B,= 0 


在 C0， 中 均 有 解 ， 并 且 Ee_< 名 二 i， 卓然 0 c Bo cet Bs 


1 .由 此 关系 及 aoas > 0 知 下 列 不 等 式 成 立 : 
Bola +8)> 0, Ap. <0, (3.27) 

Boa: «asa, taofi. (3.28) 

由 (3.28) 式 知 (ao 一 bo)(a +L) > — Bo, .注意 到 (3.27) 


Xm" >Ê, 故 存在 m, ge >n s 


at]. 
4 
g(y)-mk(, y) RO, y) 
—(—,a,m—ayJy tempolla: +0B,)+ Bo,2, 
(3.29) 
则 有 


-BP 
B. f T f, B (a t B1) - Bo, 


— 0. (3,30) 
itp Pm FIRE. JERERECI. 2D SUI ASA. < 0 ， 


Hias — 89)B. «mf. K 
g(1)=pBoB m—C(a,4—84)8,» 0, (3,31) 

注意 到 g(y) 是 y 的 一 次 函数 ， 故 由 (3.30)、(3.31) 两 式 知 gy) 
>>0(v 0<y<1), BP mk(0,y)+k(1,y)> 0, 根据 第 五 章 
引 理 6.11 和 定理 6,10， 本 定理 结论 成 立 。 

(5 ) 设 Bo 二 0 a> 0,a,2: 0 ,£,2 0 , IERI XEX€CO, 17, 
有 a1x 一 a, 一 Pi 所 0。 由 于 &4,P, 不 同时 为 0 否则 I= 0), 
故 易 知 存在 G, =la, PICO, 1) r> 0， 使 cx 一 ac: 一 P| 
之 r 对 xEG 成立。 不 失 一 般 性 , 取 ao = 1 .+ 
—1 ,x€G,, 


g(0)— mp, (a, tfi )+ 88, — 


h(x)= 
| 0, x€(0,1JNG,. 


&m-maxla,y—a, — Bi], M= max je(x,y)|]， 取 


(zu) E{0.1)x10.1) 


d= minfa) , 5-0. 1 ge ge) 


M 
通过 计算 即 可 知 (详细 计算 过 程 见 孙 经 先 [ 1]) 
[coke dxm 0 (VyECOD), (3.32) 
[cokGs dx 0 (VyEG), 3,33) 


j. ACGx)R(x,y)dx28|h(r,y)| (Vr,yC(0,12), 
1 


(3.34) 
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根据 第 五 章 定理 6.12， 本 定理 结论 成 立 。 
(6) 设 po= 0 ,co> 0，at20，6,<0 .不 失 一 般 性 ， 取 


a= 1, Rab, (i max{ 0 , e A cac p 1b a, =0, 
1 


取 0 <a<0<1), HEX max 0, uA x < 1 BJ, 
aiX 一 Ci —0,> 0, ###r> 0 ， 使 当 xEG, =la, pJi}, a,x 
-a, - f, or. kéo nin 8-0 ， reco IE !. 
1 , 当 xEG, 时 ， 

f 0 *4x€([0,1JNG, 时 ， 

则 通过 计算 知 (3.32)、(3.33)、(3.34) 三 式 仍 成 立 。 故 定理 结 
论 成 立 。 

(7 ) 设 Bo= 0,a,<0,a,<0, 此 时 用 一 co 代替 co， 用 
一 ci， 一 8, 分 别 代替 ac, ,B,， 边 值 条 件 (3.2) 不 变 ， 问 题 转 化 为 
已 经 讨论 过 的 (5)、( 6 ) 两 种 情 襄 。 

( 8 ) 设 8,= 0 。 此 时 证 明 完 全 仿 pu= 0 的 情况 ， 不 再 详 
述 。 至 此 定理 全 部 证 完 。 

下 面 设 . 

1go> 0, 0,a,27 0,8, 0 50, 

2* f (xu) -2a(x)u4- H (xu) ,Jirfia(x)€CC0,13, a(x) 0 
(vx€C0,13, H (Gx,u)TECO, 12 x R' E3E2k, HO u) oC) 
(qup 08D. 

用 志和 工 , 分 别 表示 边 值 问题 (3.22)、(3.2) 的 非 平凡 解 集 
在 R' xCL0,1) 和 R! xC, DIPHA, 显然， 作为 集合 来 
W, L = 上 , .因此 ， 在 集合 意义 下 可 以 把 L。 和 工 , SiL. 

引 理 3.11 设 必 是 上 的 子 集 。 则 
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hol 


GMER x CL0,1) 中 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 ， M dE R' x 
C'CO, 1p BIS s 

Gi) MdE R' x CCO, 1D PAEL o BJ 838 F 8S B 30632 28 件 是 : 
MER x C'[0,1) 中 是 上 5, 的 连通 子 集 ， 

(iii)M 在 R! x CC0，1) 中 是 无 界 集 的 充 要 条 Pp de. M 在 
R! xCC0,1 中 无 界 。 

证 ” 先 证 结论 (i)。 必 要 性 显然 ， 下 证 充分 性 , 设 (4,，w,)€ 


C[0,11 C[0,11 


M, A--A,, u— u, H)f(x,u,(x))— f(x, us (D), 由 于 


C[0.1 


Chasta), Ao ETE RCS,22) RS Lu C) 9 uo" (x), 
根据 引 理 1.1， 


— 1 3 
[tts — tto lc: 10.: EA 2 [ts — uo léon us" —uolóto.1i 


+ 3i. — to lcro.) 


Wo uuo, BUPMAIER! x C'CO,1)78 os 9)0€M, 
结论 (i 获 证 。 由 结论 (i) 及 连通 性 的 定义 易 知 结论 ii) 成 立 . 仿 
(i) 的 证 明 ， 可 以 证 明 结论 (iii) 成 立 . 证 完 。 

BEA’ 〈 由 (3.10) 式 定义 ) 的 递增 单 重 特征 值 序 列 . 
利用 定理 3.4 和 引 理 3.11 立 即 可 知 

定理 5.12 di < 0， 假 设 2* 成 立 ， 则 无 论 是 在 空间 R 
xC:[0,1) 中 ， 还 是 在 空间 R!x C50,1) 中 ， 定 理 3.4 的 结论 
(iD 、(ii) 都 是 成 立 的 ， 

假设 1*、2* 满 足 。 由 1* 知 (x,y) 宇 0 ， 故 诸如 均 是 正 的 ， 

定理 3.13 ”如果 假设 i*、2* 满 足 ， 又 设 存 在 [a,， PITO, 
1 ), 使 对 xECa,B] 一 致 有 . 

 limf(x,u)=+eo, (3.35) 
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JE RECO 12x Ri: 上 f(x,w) 下 方 有 界 。 则 

(让 ) 对 每 一 个 n 宇 2, MADABJ, CEA UA X S) x45 

(i) 对 每 一 个 n 宇 1 ， 当 4 如 时 ，C7i 间 (4 xS7)$.。 从 
而 对 每 一 个 4 宇 1， 当 ADAM, 边 值 问题 (3。 22). (3.2)# > 
#2n— 1 个 非 平凡 解 。 

证 首先 证 明 存在 6>> 0， 使 

k(x,y)zóh(v,y), Vx€Ca,8),y,v€CO,1) (3.36) 

H1*Ap2 0. AE, 4-1. Hla, pco, 

DA, fin > 0 ，r:> 0 ， 使 当 xE[a,B] 时 ，aox 一 Bo 二 +,， 


a, +P, —a,x2>r,,. Im —max(aox—),m;-—max(a, tfi 
x€[0.11 x€[0,1] 


-a,2) à nin[Lu T, 1], 任 给 xE(ac, BJ, v€C0, 0. 
Tx. PYS% WYST, i 
k(x, y) (asy — BoD(a, +Ë, —a, x) 
2(a,y —By)(a, 3 B. —a,r) 
=R(r,y)>óR(r,y), 
Zyzx.yz iU 
k(x,y)—(aox—Bo)(a, +B, —a,y)> r (a, +B, —a, y) 
zóm, (a, B; —a, y) zó(aov — Bo) (G, +B, —a, y) 
—ók(r,y). 
#yzx,r2> y, 
k(x,y)- (aox— y) (a Bia) _ 
z(aoyx—)(a,-- B, —a,r)zr, (a, +P, —a,r) 
>ôm, (a, +B, —a,r)>Ó(a,y— B,)Ca, + B, 
—a,r)=óR(z, y), 
故 (3。 ORRE. 同 理 ， 当 x 之 tr 时 (3。36) 也 成 立 ， 因 为 k(x， 
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2 ) 是 对 称 核 ， 故 对 任 给 yEfa,p],xsrc[0,1]， 有 
E(x,y)=h(y,xX)>6k(T,X)=OR(X,T) (3.37) 
由 (3,36)、(3,37) 两 式 ， 使 用 第 六 章 定理 3.12 的 证 明 方 
法 ， 并 利用 本 章 定理 3.12， 即 知 本 定理 所 述 结论 成 立 ,证 完 . 
定理 5.14 在 定理 3.13 中 ， 若 将 (3.35) 式 加 强 为 


lim 二 +o (对 xE[a, 有 ] 一 致 成 立 )。 — (3.38) 


& 一 十 co 


则 除 定理 3.13 的 全 部 结论 成 立 外 ， 还 有 

(ii) 对 任 给 0 <4<4,， 边 值 问题 (3.22) GDES 中 至 
少 有 一 个 解 . mM 

üE H1*E 20550, XHE28x€C(a,0), br, 3)» 0, 


故 

Goode 0, v»€ta,f) (3.39) 
利用 第 六 章 定理 3.14 的 证 明 方法 ， 并 利用 本 章 定 理 3.12， 即 知 
本 定理 所 述 命题 成 立 . 证 完 。 


附注 关于 非 线性 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 特征 值 理论 全 
局 性 定理 的 研究 在 J],H,Wolkowisky[ 1 ),M.G.Crandall 和 
P.H.Rabinowitz( 2 ), P, H, Rabinowitz( 1 J,( 3 ) 中 就 开始 
T. X 9883,40 18 153,6, P, H, Rabinowitz( 1 ,(3 ), 

定理 3.10 是 和 孙 经 先 [1 ) 中 证 明 的 。 定 理 3,12、 定 理 3,13 及 
定理 3,14 见 孙 经 先 [ RUO. 

与 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 类 似 ， 椭 圆 型 偏 微 分 方程 边 值 
问题 也 可 以 归结 为 非 线 性 积分 方程 的 研究 ， 这 一 方面 有 众多 的 
文献 。 由 于 利用 非 线性 积分 方程 讨论 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问 
题 ， 不 可 避免 地 要 涉及 复杂 的 先 验 估计 ， 故 本 书 没有 讨论 这 一 
问题 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参阅 下 列 文献 ，H,。 Amann( 1), 
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A.Ambrosetiifa P, H, Rabinowitz( 1 ,D,G,de Figueire- 
do( 1 3,D,G,de Figueiredo, P,L,LionsfiR,D, Nussba- 
um( 1 ),P,L,LionsC 1 ), KK KC 12.02 J.C 3 J, 


$4 物理 和 其 它 自 然 科 学 领域 中 
出 现 的 非 线 性 积分 方程 


在 物理 和 其 它 自然 科学 领域 中 出 现 的 许多 问题 ， 都 可 以 归 
结 为 非 线 性 积分 方程 的 研究 。 

1. 中 子 迁 移 理 论 中 出 现 的 非 线 性 积分 方程 

考虑 位 于 两 平面 x= 一 a 和 x=a 之 闻 的 无 限 长 板式 核 反 应 
堆 。 中 子 迁 移 理论 中 出 现下 列 的 非 线性 积分 微分 方程 


Ou co i 
uv cu 十 2 ,Xs dp 


= cF GE ICA )du,), (4,1) 


N N 
Hrh F(Ə(z2)= Ylo((1-—2)t— 1+Rz), 220, 316571, 
t=0 


i=2 


N 
Dhkcs=e, Cis Cas *'*, cw 中 至 省 有 一 个 不 为 0 . 边界 条 件 为 


B u(a,u) — 0 ,24u2 OR, u(a,—10— 0 340 0 有时。 
(4.2) 
HEA. OKu, LO AREE o I TS Ig EC cos C x0) 
将 一 中 子 注 入 此 核反应 堆 后 能 产生 持续 链 式 反应 的 概率 ; 在 方 
程 (4.1) 中 ，c 表 示 一 中 子 和 反应 堆 中 一 原子 核 相 碰撞 所 出 现 的 
中 子 的 平均 数字 ,co 玫 示 碰撞 时 该 中 子 被 俘获 的 概率 ,cr C1 LR 
<N ) 表 示 磁 撞 后 出 现 & 个 中 子 的 概率 ，c-: 表示 两 次 磁 擅 间 中 
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子 的 平均 自由 程 。 
令 ecol [^ usn, My,, G(z)=cz—F(z), E(2) 


= |” 2 一 qi， 则 问题 (4.D、(4.2) 等 价 于 下 列 Hammers- 
tein 型 积分 方程 、 

eco [^ Ex-YU dy =A, 4.3) 
令 c* 是 由 忆 (1x 一 yj) 生 成 的 线性 积分 算 子 ` | 

Be=| Edx-»Deoody —— (4.4) 

的 最 小 正 特 征 值 ， 六 是 8 对 应 于 ct (ME—) JERE R 
数 ， 

A,PazyfüP,H, RabinowitzzEC 13, (2), XKE 
[10] (26] 中 研究 了 上 述 方程 ， 获 得 了 下 列 结论 ， 

GE O0 -«cxc*, ， 则 方程 (4.3) 在 刀 = {ypEC[ 一 a, a)| 0 < 
posi PRAF, AAA., (4.2 FUSE Ms 

GDÆc>*, WAEA. DED 0 38 f — BJ E E o, 
0 «g*(x)«1, g*C—x)—9*(x)(yV —a<x<a), Mii B) RE 
(4.1), (4,2 FEE — BO HERR, ut Gn ,满足 0 ut (x, n) 
«1 ,u*(x,u) —-u*(—x,—u)(—axxsa,—1ispusx1); 

(Ciii)c* 是 ca 的 严格 连续 减 函 数 ， 并 且 


limc*— +co, lime*= 1; 
a->0* a—oo 


(iv)3Nicc*, a-alid, d lp -o*l 0， 其 中 gp* 表 示 
程 
T= | Ecix-»DGOondy 


的 唯一 的 满足 0 < 2*(x) 过 1 的 连续 解 , 范 数 19* 一 gp*|c 是 在 空 
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间 CC 一 o*，oy] 中 取 的 ，a* 一 min (a, ay; 3Ë B 4 a<a W, 
gp*(x) <@*(x)Xv —asixsza), ifr ipi C4 1). (4,25, 4 
对 应 的 结论 成 立 ， 

上 述 结论 的 证 明和 物理 意义 的 叙述 ， 见 郭 大 多 [1 )、[10]， 
关于 中 子 迁 移 方程 的 线性 情况 ， 已 有 许多 研究 ， 见 田 方 增 [1]， 
林 群 (1 ]， 朱 广 田 和 林 群 (1][ 2 ). 

2. 核 物理 中 出 现 的 一 个 非 线 性 积分 方程 

非 线 性 积分 方程 


1 =p) + 900 E $ODdy,x€C0,1, — (4,5) 
出 现 于 核 物理 的 研究 中 ， 人 们 所 关心 的 是 方程 (4.5) 满足 0 < 


V(x) 志 1 的 解 ， 因 为 只 有 这 样 的 解 有 物理 意义 ， 
利用 代 换 


[5 Re 


eon Te 1, , (4.6) 
可 知 求 方程 (4.5) BJ d E. F 0 y G0 x K HR, 等 价 于 求 
Hammerstein 型 积分 方程 
sya [t Ro. 1 
gon ox'—y^ 1-9((y) dy (4,7) 


的 满足 COS 0 RR., BAMAR., WKC J, 38 
KAMERE 1 ] 中 ， 得 到 下 列 结论 : 

设 R(x,y) 在 [0,1] x[0,1] 上 连续 ， 且 当 x>y 时 及 (x，y) 
>0, 34 x<y Ra, y)< 0, JF BE# # v> 0，C>0 及 
[0,1)x [0,1) 上 的 满足 

nmm Six y) 

x, y>0 x+ y 
RJ3E SUB RES ES (x30, fl 

IRC, y Clx y Sy), 


<+ oo 
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HJ 804.5) C(0,1)rR 3 E v0 — 0 的 解 存在 并 且 唯 一 。 用 
好 (x) 表 此 唯一 解 ， 则 必 有 0 过 好 (x) 二 1, JEHXICCO, 1 
任 给 满足 | 二 po(x) 志 1 的 函数 po(x)， 作 过 代 序列 

"" co-[1 + | ie». RM ody) (1,2, =), 
mlima —y*l= 0. 

关于 方程 (4.5) 的 其 它 研究 ， 见 CA,Stuart(C 3), R. W, 
Leggett( 1). 

5, 辐 射 传 给 理论 和 气体 动力 学 中 出 现 的 非 线性 积分 方程 

ERENER UEA E, 出 现下 列 方程 

HO=1+ HO poH ods, (4.8) 
其 中 五 (b 是 未 知 函 数 

C.A.Stuart( 2 ) 中 证 明了 下 列 结论 ， 359 C YECO, 1). E dE 
负 、 有 界 可 测 ， 并 且 

[odit (4,9) 

MEADE 1). E E pf — W SERE H* (D 1, LER 
序列 


hm, 
hm 1 Hh wo [| Ga (ads 


(n= 1 E 2 ,UOd4ECO,D) E — SCIT HOD, 
白 锦 东 C 5 3 证明 了， 若 存在 >> 0, [E 
(x) >, | voat, 
则 方程 (4.8) 在 工 ,中 有 并 且 仅 有 两 个 不 同 的 非 负 解 。 


潘 兴 斌 [ 4 ) 中 证 明了 车 Y(t) 在 G 上 非 负 有 界 可 测 ， 则 
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(i) 方 程 (4.8) 有 连续 正解 的 充 要 条 件 是 (4.9) 式 成 立 ， 此 
时 方程 至 多 有 两 个 连续 正解 

(ii) 方 程 (4.8) 恰 好 有 两 个 不 同 的 连续 正解 的 充 要 条 件 
是 ， 


! 21 | VG) 1 
J ode A: dt> 2 


4. 传 染病 模型 的 非 线性 积分 方程 
某 些 传染 病 蔓延 的 数学 模型 ， 是 下 列 非 线性 积分 方程 
s= f fes,x(s))ds, (4,10) 


HP, DREE Z t 人口 患 该 传染 病 者 的 比率 ，f (t,x(1)) 
代表 单位 时 间 内 新 增加 的 种 该 传染 病 者 的 比率 (f (i, 0) — 0), 
tr 代表 个 体 保持 被 传染 的 时 间 长 度 ， 对 于 f(t,x) ,有 下 列 假 定 ; 
MQCR', x> 0 时 f(t,x) 非 负 连 续 ， 并 有 目 f (t+ww,*) =f), 
w> 0 。 人 们 关心 的 是 方程 (4.10) 正 连续 周期 解 的 存在 性 和 个 
3⁄. 
关于 方程 (4.10) 解 的 存在 性 ， 郭 大 钧 〔32] 证 明了 ， 如 果 
存在 0 达 a<R 以 及 R! 上 周期 为 w 的 非 负 连 续 函 数 b(t)， 使 得 . 
fa<, VIEK0,w]，xE[0, R), 
JE, b), vICCO,u), axx«R, 


min | b(s)dszea; 


16[0,1) 


并 且 极 限 
a(1) 2lim —27- 


x0* 
存在 ， 则 方程 (4.10) 至 少 有 一 个 周期 为 w 的 正 E 续 解 x* (D, 


满足 
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ft, x) 


a<infx*(1)<supx*(t)<<R. 
t= R1 IGR! 


关于 方程 (4.10) 解 的 个 数 ， 郭 大 钧 [32] 证 明 T. 车 存在 
u>+KR>r> 0， 使 


fax) x, vt€R', 0 <x<rikx> R, 


并 且 存 在 o> 0RR 上 的 非 负 连 续 画 数 bi， 使 
fü ,x)mbQ), VICCO,w),xza, 


min f b(s)ds>a, 


:€(0,1] 
则 方程 (4,10) 至 少 有 两 个 周期 为 w 的 正 连续 解 x, COPI x. GD, 
并 且 inf x, (1)>a, 
32 


5 .化 学 反应 理论 中 出 现 的 两 个 积分 方程 
在 化 学 反应 理论 的 研究 中 ， 导 出 了 下 面 两 个 常 微分 方程 边 
ENR. i 


Bx" (1) —x'G)+ pf(x())= 0, 0 <1<1 , 
| (4.115 
Bx’(0)—x(0)= 0 ,x’(1)= 0; 


x" (D x) +f Cx)=0, 0<t<1, 
Í t (4.12) 
x’(0)=x(1)= 0; 


fia 7 G—oexp( — 5), 0 7 0 . (4.13) 


fico =p exp ——1—), 8 0,70, (4.14) 
方程 (4.11)? 和 方程 (4.12) 的 解 分 别 都 表示 相应 的 化 学 反应 的 稳 
VS. 


先 考虑 方程 (4.11). 它 等 价 于 Hammerstein 型 积分 方程 
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x = [Gas pfa ds, (4,15) 
其 中 I 


cu. o exp( 5? ) ,0 <t<s<1， 
t ol 
1, 0 <s<t<1， 


由 常 微分 方程 强 极 值 原理 知 边 值 问 题 (4.11)， 从 而 积分 方程 
(4.15) 的 一 切 解 都 满足 0 <xG(t)<q( 0 xt 1). 


D .S.Cohen 指 出 ， Msc 4 +B, 积分 方程 (4.15) 存 
在 ， 并 且 只 存在 唯一 解 ， 从 而 边 值 问题 (4,11) 存 在 ， 并 且 只 存 
在 唯一 解 ， 

当 E» 4 IM, £ 


(hq—2q—(Rq(hq— 4q— 4 »$ ， 


= 41 | 
ri RF Zg 


_ 1 _ Lan 3 
r; Fg (kq—2q-4 Ckq(Rq— 4q — 4 22^), 


ro 一 上 [C4k 十 如 十 2hq)? 一 2 一 局 ， 


设 B。 和 PB, 分 别 满足 
na ) —raf(rue*o)37! 9 


A. 
ge^ —(q—rie^1)exp CC RCA r;e^15715, 


4 poris C1 =e DFO. 
R. W. Leggett£fiL, R. WilliamsfEC 3 J 中 证 明了 ， 车 


k> 4 十 4， 并 且 下 列 条 件 之 一 成 立 
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<l, 
OD PR 


«pp, Bü-e. u y>. ij 


(2) ifc 


o D) 
(3) p> bo BO ce foie y>, 


( 4 )Bzf, , pze; 
(5)8<80,, p>p B e"; 


(6) p< TIL y: BU- € Ue n.o ,并 且 


EIN ) 
BsCr, — pf Cu) pf ro) pf Cri) C- 19 Inf Cr) 
—Inf(ix)21^'; 
则 积分 方程 (4.15) 的 解 存在 唯一 ， 从 而 边 值 问 题 (4.11) 的 解 春 
在 唯一 . 
R,W ,Leggett 和 L,R。.Williams 在 C 2 ) (3 J 中 还 讨论 了 
边 值 问题 (4.11) 至 少 有 两 个 解 和 至 少 有 三 个 解 的 情况 ， 
再 考察 边 值 问题 (4.12)。 它 等 价 于 Hammerstein 型 积分 
方程 


a= | G, Fi ds, . (4,16) 


其 中 Green 函数 C (ts) 是 
—sins, 0 <iss< 1, 
G, =ù 
—sint, 0 <s<t< 1, 
R. W, Leggett#ie., R, Williams C 2 ) 证 明了 ， 如 果 
0<r<+ XH 
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Bi< 2(1 —2r—( 1 —40) exp[ 一 一 一 地 
1—(1— 4r)? 


B22e (1 —2r+ (1 —4r)2) 
Í i i oie "-1 
+ (e— 2) exe( - 1)E.- 
Qur- 0 时 6>4e? 即 可 )， 则 积分 方程 (4.16) 至 少 有 三 个 解 ， 
从 而 边 值 问题 (4.12) 至 少 有 三 个 解 。 
6 .流体 动力 学 中 出 现 的 一 个 积分 方程 
在 流体 动力 学 的 研究 中 ， 出 现 了 下 列 非 线 性 积分 方程 


cu [ kp,s)| PM sind Gods ] sin0(s)ds, 


(4.17) 
JrBoGcoJo Amm HEBR 


一 innQsinns 
kep, s= y) -Sinnpsinns 
- 3n 


关于 这 一 方程 ， 引 起 了 人 们 的 广泛 的 注意 ， 出 现 了 一 系列 
的 研究 文献 ， 这 一 方程 的 实际 背景 和 研究 概况 的 综合 评述 ， 可 
见 D.H.Hyets 的 一 篇 综合 报告 ( 见 P.M,Anselone ( 1 Jp319 
7344), 

7. 热 传导 理论 中 的 一 个 积分 方程 

在 研究 一 类 热传导 问题 时 ， 导 出 了 下 列 积分 方程 


.( Got. 
a= [oen s, (4.18) 


Arpa nag Su CO AERE AURI LEE, GG Ju EER R 3⁄, 
G(1)= 0, ,在 热传导 问题 中 的 某 些 情况 下 ，C(Co) 可 以 更 明确 
地 表达 为 
G(u)=C((a+ 1)*— Cat 1052, (4.19) 
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其 中 C ,e 均 为 常数 。 

由 于 在 导出 方程 (4.18) 的 时 候 ， 已 经 将 温度 “标准 化 ”《〈 即 
把 温度 下 限定 为 0 ， 温 度 上 限定 为 1 ) 。 故 我 们 关心 的 是 方程 
(4.18) 满 足 0 <u(x)< 1 的 解 ， 

WG (u)fE 0 <u=< 1 838 Lipschitz 条 件 《〈《 由 (4.19) 式 
确定 的 C(u) 就 满足 这 一 条 件 》， 令 
(oto: oan 


G* (u)=+G(u), 0 <u < 1 BF, 
GOD, 21 BF. 
Z<u (D = 0, 
' G* (Un (s)) 
G=] SEEN g —1,2,). 
v.) f. et ds qmd. 2. 


则 可 以 证 明 CRT, L, SaatyC 12) ; BEEG), u*(D 在 
[0 ,二 co) 上 连续 , 0 cut UO c 1 ,使 得 对 任 给 7> 0 o CORO 
[5 0 ,T)E—#We ute), JEHu*COdRIERICILIS (9 f. 

8. 其 它 例子 

非 线性 积分 方程 还 出 现在 物理 和 其 它 自然 科学 领域 中 的 许 
多 方面 ， 例 如 ， 在 摆 的 强迫 振动 的 研究 中 ， 导 出 

ex = 一 | boyCFCD) 一 arsing(s)]ds， (4,20) 


其 中 g(t) 是 未 知 函 数 ，F(s) 是 已 知 函 数 ，h(1,s) 为 
s(1—D, 0<s<t<1, 
| (4.21) 
K1 -9)，0<t<s<1， 
在 压 杆 稳定 性 问题 中 ， 出 现 
x)= af k(t, s)x(s)dsV 1 — Tim cod] ， 
0 


(4.22) 


其 中 &(1,s) 也 由 (4,21) 式 确定 ， 
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1 —u, i«u, 
k G, i| 
—u, Uu, 


流体 力学 中 引出 

D= f a-seo ds, (4.23) 
核反应 某 些 问题 可 以 归结 为 
ub echa | kaote ™ —1Jdr, — (4,20) 


Epu ERMA had), AICOXJE GARA, 

还 可 以 举 出 其 它 许多 例子 . 

对 物理 和 自然 科学 许多 领域 中 出 现 的 非 线 性 积分 方程 进行 
研究 ， 是 非 线性 积分 方程 理论 的 重要 组 成 部 分 之 一 ， 也 是 促进 
非 线 性 积分 方程 理论 发 展 的 动力 之 一 ， 对 此 可 参考 各 有 关 专 业 
的 专门 著作 ， 
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附录 ” 非 线 性 泛 函 分 析 的 
某 些 基 本 知识 
$8 基本 概念 


设 瑟 , 和 已 ,是 两 个 实 Banach 空 间 ，DC 已 ,， 设 算 子 A. 
D-E,. 下面 一 般 假 设 4 是 非 线性 算 子 。 

定义 1.1 ELED, xCD0m=1,2,3,1),. 

GE xx A Ax,— Axo, 则 称 .4 在 xo 处 连续 


m C Ax,—2> 4xo， 则 称 4 在 xo 处 次 连续 ; 
GDE PB FUE P PERPE YT A S Tn 


Gv) x eR Ax 三 > 4xo， 则 称 4 在 xo 处 弱 连 
ë, | _ 
如 果 4 在 刀 的 每 一 点 处 都 连续 (次 连续 ， 强 连续 ， 弱 连 
续 ) ， 则 称 4 在 闪 上 连续 《相应 地 ， 次 连续 ， 强 连续 ， 弱 连 . 
85. 
定义 1.2 dfe 0 ， 都 存在 6> 0 ， 使 得 只 要 x,ED， 
x2ED，jx, 一 xz1 二 6， 就 有 上 Ax, —Ax <e, WA ED EF 
一 致 连续 。 

定义 1.5 车 A 将 D 中 的 任何 有 界 集 都 变 成 ,中 的 有 界 


集 ， 则 称 4 在 DD 上 有 界 ， 
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容易 证 明 ， 若 刀 是 巨 中 的 凸 集 ， 则 4 在 D 上 一 致 连续 草 含 
着 4 在 D 上 有 界 ， 

定义 1.4 车 4 在 D 上 连续 ， 并 且 4 把 D 中 的 任何 有 界 集 都 
映 成 E ,中 的 相对 紧 集 ( 亦 称 列 紧 集 ) ， 则 称 4 是 映 D 和 A ,的 
全 连续 算 子 .， | 

定理 1.5 BA., DD 一 ,全 连续 (n= 1, 2, 0, A. 
D-E ,,. 如 果 对 DD 中 的 任何 有 界 集 5， 当 n->co 时 ，1 A,x 一 Ax| 
都 关于 xES 一 致 地 收敛 于 零 ， 则 4, 也 -~ 已 ; 全 连续 . 

定理 1.6 DRE, PHARRR, A,D-E,, WAERD 
AE ,的 全 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 e>> 0 ， 都 存在 已 :的 
有 限 维 子 空间 ,和 映 D 入 EE. 的 连续 有 界 算 子 4, 使 supl4x 
—Ax|«e. =s? 

定义 1.7 设 X 是 拓扑 空间 ，DCXX。 车 存在 连续 映射 +: 
->D， 使 当 xED 时 ， 有 rx 二 x*， 则 称号 是 了 的 收缩 核 ，r 称 是 
一 个 保 核 收缩 . | | 

定理 1.8 实 Banach 空 间 瓦 中 的 任何 非 空 凸 闭 集 ， 都 是 E 
的 收缩 核 . 

定理 1.9 ” 设 E, 和 ,都 是 实 Banach 空 间 ，D 是 EE, 中 的 闲 
集 ，4:DD->E ,全 连续 . 则 必 存 在 全 连续 算 子 A*,E,-> 户 ,， 使 


得 当 xED 时 ， 恒 有 A*x 二 4x， 并 且 A*(E,)CcoA(DD), 其 中 


oADRADHEE PSP BIET, 
定义 1.10 Bx), la, b) >E, 其 中 [a， bC R’: EX-— 
实 Banach 空 间 。 对 Ce,6)] 的 任 一 分 法 7 : 
a=to <t, ti «tr xumb, 
做 和 o= Y sC) dt, EPEC, AER, dtt ti 
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XT) manaa 


(i= 1 ，2 11) 。 如 果 存 在 ICE, 使 当 d(T)=maxdt; > 0 
时 ， 有 lc 一 站 -> 0, Bjfsx(DXECa, b) ERiemann 可 积 ，7 称 


为 是 x(1) 在 Ca，5b) 上 的 Riemann 积 分 ， 记 为 | «codi, 

可 以 证 明 ， 车 x(t); (a, b)->-F 625, ME Ca, bE 
Riemannn[fi, 

定义 1.11 设 E, 和 ,是 Banach 空 间 , D 是 E, 中 的 开 集 ， 
A: D—E , x €D, 如果 存 在 有 界线 性 算 子 B， E, >E, WE 
得 


limlA(xo +h) — Axo— Bh] 
iim0 I^] 
则 称 A 在 xo 处 Freéechet 可 微 ，B 叫 做 A 在 xo 处 的 Frechet 导 算 
子 ， 记 8 二 A’(xo)〔 有 时 记 为 B= A x). 
定理 1.12 WE,, E,, E 885: Banach 空间 ， 开 集 DZ 
Fl!,， 开 集 HCE,,， A,D—E,, B, H>E;,, A(D)cH, iü 
A dE xo Ak Fréchet if f, B dE y, = Ax, 处 Fréchet 可 微 ， 
WBA D-E , # x, A Fréchet ñf $i, 3E H. (BAY (x)= 
B' (yo)A’ (xo). 
定理 1.13 DERAS: D>R' 在 D—(x|xxotth, 
0 <t< 1)(x,, hCE,) EFréchet 可 微 ， 则 存在 0 <r< 1， 
使 


=0, _ (1.1) 


f(x +h)— f(x )=f'(x th, (1.2) 
(ii) 若 算 子 4: D> E E 1= (x|x=x +th, 0 <t<1' 

(x, hCE,) EFréchetu[fi, HELS (QEL 上 连续 ， 则 
Alxa ER) — Axo = [At ci tth)hdt. (1.3) 


定理 1.14 GA. D 一 ,全 连续 ， 并 在 xoED 处 Fréchet 
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Wt WMA (E >E 23865. 
定义 1,15 WE,,E,RBanach zz, DCE, 是 开 集 ， 
x €D, A. D-E,. 若 对 任 给 AE 已 ,， 极 限 
DEA J= lim dG ED Ato (1,4) 
都 存在 ， 则 称 4 在 xo 处 Gaiteaux 可 微 。 若 存在 有 界线 性 算 子 刀 : 
已 ,~ 已 ;， 使 得 由 (1.4) R og XR DCAC(Xo 2) h) 可 以 表 为 
DEACx0o)h]= Bh， 则 称 A 在 xo 处 有 有 界线 性 Gateaux fit 分 ， 
B 叫 做 A 在 xo 处 的 Gateaux 导 算 子 ， 记 为 4 (xo), 
定理 1.16 设 4:D>E, (DcCE, 是 开 集 )，xoED. Wi 
(i) 若 A 在 xo 处 Frechet 可 微 ， 则 4 在 x。 处 有 有 界线 性 
Gaiteaux 微 分 ， 并 且 A 在 x。 处 的 Fréchet 导 算 子 和 Gaiteaux 导 
算 子 相等 。 
(ii) 若 4 在 xo 处 的 某 个 邻 域 内 有 有 界线 性 的 Gateaux 微 
分 ， 并 且 Gateaux 导 算 子 4/(x) 在 Y=xo 处 连续 ， 则 4 在 xe 处 
Erechet 可 微 ， 
定理 1.13 中 Fréchet 可 微 的 条 件 可 以 放宽 为 Giteaux 可 
fi. 
定义 1.17 设 E 是 Banach 空 间 ，S 是 中 的 有 界 集 。 令 
a(S) 二 inf{6> 015 可 以 被 有 限 个 直径 专 6 的 集合 复 盖 》 
则 a(5) 称 为 是 S 的 非 紧 性 测度 。 
511.18 ” 非 紧 性 测度 有 下 列 性 质 ( 其 中 S, T XE h 有 
界 集 ，a 是 实数 》， 
G)a(S)= 0 < 和 9 是 相对 紧 集 ; 
GDXSCT, WaecS)«o(T), 
GibDa(S i T)-max(a(cS),a(T)), 
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(Giv)ya(aS)= |a|a(S), #rBaS=(x=ay|yCS); 

(vy)a(S+T)<a(S)+a(T)， 其 中 S+7T= (x+ y| xC€S, 
y€T;; 

(viya(coS)=a(S), FÆal S) =alS); 

定义 1.19 WE, ME, Æ Banach Z H, DCE,, A: 
D>, 连续。 车 存 在 & 宇 0， 使 对 D 中 任何 有 界 集 S， 都 有 
a(A(S)) 志 ka(S)， 则 称 4 是 D 上 的 &- 集 压缩 算 子 。 kb 1 的- 
集 压缩 算 子 称 为 是 严格 集 压 缩 算 子 。 车 对 D 中 任何 非 相 对 紧 的 
有 界 集 S， 都 有 ca(4(S))<c(S)， 则 称 4 是 凝聚 算 子 。 

显然 ， 严 格 集 压缩 算 子 一 定 是 凝聚 算 子 ， 

定义 1.20 UEJjéBanachzs]H, PÆE pi zs gh m, 
满足 (i) 车 xEP，4 宇 0， 则 AxEP; Gi) x€P, —xCP, W 
x 三 9。 那么 PP 称 是 上 中 的 一 个 锥 . 

给 定 中 一 个 锥 PP 后 ， 可 以 在 中 引 如 半 序 如 T. x, 
y€, y—x€R, Wlx«y. 

XilatPxo, WEP Æ k $E. E y—x€IntP, Wix 


定义 1.21 设 P 是 E 中 一 个 锥 。 车 存在 常数 NI 0, Wu 
9<<x 万 y 时 ， 和 恒 有 [|x|<N1yl， 则 称 P 是 正规 锥 。 

定理 1,22 PP 是 正规 锥 的 充 要 条 件 是 E 的 任何 序 区 间 Con, 
Xx1)-— (x€E|x, xs xi lic AU. 

3081.23 ” 设 P 是 忆 中 正规 锥 。 则 必 存 在 的 等 价 范 数 
Ls 83550<x=<yBHE xnl it. 
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$2 拓扑 度 理 论 


设 E 是 一 个 Banach 空 间 ， 令 
{(f ,2,p} — (4,0, p | ORE RIS RRJESS, pEE, 
f-I—A,A.Q-—E YE pe f(00)), 

定理 2.1 存在 定义 在 {f, Q, 外 上 的 唯一 的 整 值 函数 ， 记 
为 deg(f ,82,p) 满 足下 列 四 条 基本 性 质 . 

(i) 正 规 性 ， Zip€OQ, Wideg(/,2,p)—1; 

(ii) 可 加 性 ， 设 人 ,和 只 ,是 9 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 ， 
pE IEN, UQ), MM 

deg(f ,Q, p) —deg(f ,., p) - deg( f,29,, p); 

Gi MEAE. WH .(0,1)x QE AXE B, G0 mx 
—Hü,x), WARME 0tx1, WA PERO), me 
0xt«1Bj, deg(A,,Q, p RE, 

Gv) $& PE. # pc f(00)0, Wi deg(f, Q, p)—deg(f 
—p,0,0). 

定理 2.1 中 的 整 值 函数 deg(f ,人 2,p) 称 为 是 /在 2 上 关于 p 
的 Leray-Schauder 度 〈 当 五 是 有 限 维 空间 B], Leray-Scha- 
uder 度 又 称 为 Brouwer 度 ) 

关于 拓扑 度 ， 有 下 列 性 质 . 

定理 2.2 (i)( 可 解 性 ) 若 deg(f ,人 ,p) 志 0， 则 方程 f(x) 
==p 在 8 中 必 有 解 ; 

GD GARE) degl, Q, bp) 由 f 在 99 上 的 值 完全 确 
定 ; 

(iii)《〈 缺 方向 性 质 ) 若 存在 yoEN\{0)， 使 对 任 给 xcoo, 
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t0, BUBfGOSpty, Wdez(f,Q,p)—0; 
Civ)〔〈 小 扰动 不 变性 ) 设 deg(7 —4, Q, pb) 有 定义 ， 其 中 
A, Q—E4 3E. WEES 0 ， 使 得 上 只 要 B; 人 ->E 全 连续 ， 
sup||Bx|| <e, deg(/ —4— B,Q, DREE, JE Hdeg(/ -A 
ZB, 9, p) - deg] — 4,0, p). 
定义 2.5 RA: QE, f—I—4A, xCOR f 的 孤 
立 零 点 ， 则 存在 xo 的 邻 域 U CQ， 使 得 f 在 U0 中 除 x。 外 没有 其 
它 截 点 .由 可 加 性 易 知 ,对 任何 满足 xoc UmJráso.degCf, 
o, 0 ) 都 取 相 同 的 数值 ， 则 此 数值 叫做 j 的 截 点 xo 的 指数， 记 
为 ind(f，xo)， 类 似 地 ， 可 以 定义 在 无 穷 远 点 oo 的 指数 ind 
(f ,0). 
定理 2.4(Leray-Schauder) PEDAL E BJFfE, A, D> E 
全 连续 ， x € D, x. = Ax. HAE Aè Eréchet 可 #, 并 且 
1 不 是 4 (xo) 的 特征 值 ， 则 xo 是 4 的 孤立 不 动 点 ， 并 且 
ind(J — 4,x9) 2 C— 195, (2,1) 
其 中 Bb 蚌 A’(xo) 位 于 (0,1) 中 的 所 有 实 特 征 值 的 代数 重 数 和 . 
定理 2.5 ” 设 昌 是 中 的 开 集 ，0E8，A: 8 一 全 连续 .车 
XEAAx (vxCOQ, 0 sxÀx1), (2.2) 
Wjdeg(1—.4,0, 0 )= 1. 特殊 地 ， 若 4 在 0 上 没有 不 动 点 ， 
并 且 |4xl 和 lx (yxE90Q)， 则 deg(1 一 A4,0,0)=1. 
定理 2.6 ” 设 Q 是 中 凸 开 集 ，4， 9->E 全 连续 ， 在 9Q 上 
没有 不 动 点 , AOAC, Njdeg(1—4,0,0)-—1, 
定理 2.7(Leray-9chauder) RA, 一 全 连续 、 3; 8 
&(x€E|x-—tÁAx, 0 <t< 1) 在 E 中 有 界 ， 则 A 在 EE 中 必 有 不 
动 点 ， 
定理 2.8 设 D 是 Banach 空 间 E 中 的 有 界 凸 闭 集 , A: D>D 
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全 连续 。 则 4 在 D 中 必 有 不 动 点 ，。 

此 定理 即 著名 的 Schauder 不 动 点 定理 ， 在 有 限 维 空间 
中 ， 它 又 称 Brouwer 不 动 点 定理 . 

定理 2.9 设 B,= (x€E]|l|x|<r), 4: B. 一 全 连续 ， 若 

A(—x)= — Ax, Ax x, V xCOB,, 
则 deg(1 — A, B,, 0 )= 1 (mod2), 

定理 2.10 设 E 是 有 限 维 空间 ，B,= {x€E |lx|<r}，f: 

b, E, Æ 

f(—x)=f(x), fo0x0, v x€oB,, 
则 deg(f,B,, 0 )= 0 (mod2), #X ftitdimE = 1 (mod 2), 
则 deg(f,B,, 0 )= 0, 

定理 2.11 设 Q 是 Banach 空 间 E 中 的 有 界 开 集 ,4:2 一 E 
全 连续 ，B;(1 一 4)(Q) 一 E 全 连续 , 设 xo 是 1 一 4 的 孤立 零 
点 ，9 是 1 一 B 的 孤立 零点 ， 则 xo 是 (1 一 8B) (1 一 4) 的 孤立 零 
Ko FHE 

ind( (J-B) — A), xo) =ind(]— A,x) 
"ind(I—B,0). (2.3) 

设 4, 和 和 4; 是 两 个 实数 ，4, 二 4,，E 是 Banach zx Bj, U 是 
(A X ERE OTSS, AQUI UE 全 连续 . FUA) 
-UDQAYX EA SASA), 9UXUJAECA, , A, XEE 中 的 边 
界 ， 则 下 列 广义 同 伦 不 变性 定理 成 立 : 

定理 2.12 Wm E XE E 45 (A, 30€9U, xx ACA, x), BU] 
deg(/  4(4,:0, UGQD,00 BADRA, <4<4,), 

32.13 设 E 是 Banach 空 间 , (f, Q, p*= (f, Q, 
DIQRETUER 开 SE, PEE, f—-1—A, A, QE REX, 
pe f(00); .可 以 证 明 : 存 在 定义 在 {f ,人 2，p}* 上 的 唯一 的 整 值 
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函数 deg(1,@, p), WEER., Tm, Jj A AEBORDERE 
性 〈 参 见 定理 2.1) 。 并 且 定 理 2.2、 定 理 2.5、 定 理 2.6 和 定理 
2.7 都 可 以 推广 到 凝聚 算 子 上 去 。 

定理 2.8 可 以 推广 为 : 

定理 2.14(Sadovskii) 设 D 是 Bananch zx] Ert 9s 
闭 集 ，A:D->D 是 凝聚 算 子 。 则 A 在 D 中 必 有 不 动 点 。 

定义 2.15 设 E 是 实 Banach 空 间 ， 久 是 EE 的 收缩 核 ，U 是 
文中 的 《相对 ) FÆ, 4:U -> 六 全 连续 并 在 9U CUM X T X 
的 边界 》 上 没有 不 动 点 ， 用 +r:E 一 六 表示 一 个 保 核 收缩 ， 取 RR 
充分 大 ， 使 得 VCTs= CE |lxl- R) ,定义 

deg(I—A,U, 0;X)=deg(I— Ar, T4 r (U), 0), 

(2,4) 
并 称 deg(1 一 4,U ,0 X )EI— AXEU LIAR TAX BJ Ax H Fh 
E (有 时 把 deg(I 一 4,U ,0 X dgXiCAQU,XD. 

可 以 证 明 : 由 定义 2.15 定 义 的 相对 拓扑 度 ， 是 有 意义 的 ， 
并 且 是 唯一 确定 的 。 

定理 2.16 ”由 定义 2.15 确 定 的 deg(7 一 4, U, 0; X) TF 
列 性 质 . 

OERE: 项 A.0U ->U 是 常 算 子 ， 则 deg(1 一 4, U, 0; 
X)=1; 

(让 ) 可 加 性 ， 车 上 ,和 上 ,是 0 的 互 不 相交 的 开 子 集 (相对 
FX), 并且 A 在 UC(U,UDU,) 上 没有 不 动 点 ， 则 deg (1 一 4， 
U,0;X)-—deg(/ —A,U,, 0;X)+deg(I—A,U,, 04, X). 

(iii) 同 伦 不 变性 ， 设 五 :[0,1xU->X 全 连续 ， 并 且 当 
(t,x)C€(0,1Jx URH (,x) 3x, H|deg(I-— H (t,:),U, 0; 
X)5 t 258; 
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GVRR E, EY J& X Wik E, ACU C V Wi 
deg( —4,U, 0;X)=deg(I—A,UNY,0;Y), 

注 2.17 ”可 以 证 明 ， 定理 2.2? 中 的 可 解 性 和 边界 值 性 质 ， 
对 相对 拓扑 度 也 是 成 立 的 。 仿 照 定 义 2.3， 还 可 以 定义 7 一 4 相 
XF AX BOSE ind (I —4,x4 X )#lind(I1— 4,09, X ), 

设 P 是 Banach 空间 中 的 锥 ， 根 据 定义 2.15， 可 以 建立 
7 一 4 相对 于 P 的 拓扑 度 。 这 在 本 书 中 被 广泛 使 用 。 利用 这 一 工 
具 ， 可 以 证 明 ， 

定理 2.18《 锥 拉 压 不 动 点 定理 〉 DO O TWO R Eh HR 
FÆ, 0€0,,0, CQ. APAC > PREE. 如果 下 列 
两 条 件 之 一 成 立 : 

G)A4xPx,vx€Pn0Q,, Axx, vxePOoQ, CI dz 
fh) ; 

GDAxbx, vxC€CP099Q,; Axsix, vxePnoQ, (BJ di 
ER). WAZ PO (Q NQ, Hub S. 

最 后 ， 我 们 给 出 定理 2.8 的 另 一 个 推广 。 

定理 2.19〈Schauder-Taxoros 不 动 点 定理 ) #ER— 
个 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ，D 是 中 的 凸 紧 集 ，A，D->D 是 连 
续 映 射 , 则 A 在 DD 中 必 有 不 动 点 。 


$3 非 线性 泛 函 分 析 中 的 变 分 方法 


下 面 总 设 Z 是 实 Banach 空间，D 是 记 中 子 集 ，f :D->R! 是 
一 个 泛 函 。 
定义 3.1 RED, nEeD. ORe >r HERS) 
f(xo)， 则 称 f 在 x。 处 弱 连 续 ， 
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GDA x >x AEE fon) «s lim f(x), WE 称 fO 在 
xo 处 弱 下 半 连 续 ; 
Giro e, BERE / Gu) lim 7(x)， 则 称 F(x) 在 


xo 处 弱 上 半 连 续 。 

E 了 在 刀 中 每 一 点 处 都 弱 连 续 〈 弱 下 半 W 2, 98 bob ë 
续 ) ， 则 称 / 在 刀 上 弱 连 续 〈 相 应 地 ， 弱 下 半 连 续 ， 弱 上 半 XE 
续 ) . 

定义 3.2 设 D 是 E 中 的 开 集 ,车 在 口中 的 每 一 点 处 ， 
f(x) 都 有 有 界线 性 的 G&teaux 微 分 1'(x)， 记 F(x)==f' (x), 
则 称 算 子玉 :2->E* 是 f 的 梯度 算 子 ， 记 (x) = 二 grad f(x)， 或 
F=gradf, 

定义 3.5 设 泛 函 1 :D->R' 在 D 上 有 有 界线 性 的 Gâteaux 
微分 ，xoED，gradf(xo) —6, 则 称 xo 是 f(x) 的 一 个 临界 点 ， 
c 三 f(xo) 是 f(x) 的 一 个 临界 值 ， 

定理 35.4 设 D 是 实 Banach 空 间 中 哗 列 紧 的 弱 闲 集 ( 例 
如 ，D 是 实 自 反 空间 中 有 界 凸 闭 集 ) ,车 f:D->R! 弱 下 半 连 
续 ， 则 存在 x,6ED， 和 使 fon) =inf f(x), 若 f 弱 上 半 连 续 ， 则 


存在 x*€D， 使 1 (x) 二 supf (x), 

推论 5.5 设 E 是 实 自 反 Banach 空 间 ，f :EB->R! 是 弱 下 半 
连续 的 ， 并 且 是 强制 的 ， 即 Him f(x) =+, WEE x CE, 
ff o) —inffGo., 

定理 5.6 设 D 是 EE 中 开 集 ，f :D->R! 是 一 个 泛 函 ， 若 f 在 


xo6E 刀 处 达到 极 小 值 〈 或 极 大 值 )》， 并 且 帮 x) 在 Yo 处 有 有 界 R 
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TEG RA) y f^ (9) 6. 

定理 3.7 iR DAEE B B8) h FR, f: D>R', 3: B F = 
gradf 存在 .那么 ， 

GYE FW Dip ESCHSHBOSESIPESEESS, MRES, 

(ii) 车 f 弱 连续 ， 且 在 D 上 一 致 可 微 ， 即 任 给 s> 0 ， 存 在 
ó> 0 ， 使 得 只 要 xED，x 十 hED ,| 三 过 6, 就 有 

th Fea PO es 

W^D--E*z2xkSk., | 

定理 3.8 (Mountain Pass 引 理 ) ” 设 E 是 Banach 空 间 ， 
f;E—R'AR&C'izi CHIF G0 —grad f COTEYEH. XE A), W 
TREP. SREE AACE, SONDAR S a), MM 
(z) 有 收敛 子 列 ) .又 设 存在 巨 中 的 开 集 只 ,xoE@,x, 己 只, 使 得 ， 


(3.1) 


max (f (x9), f x0) <inff (x), (3.2) 
40 -(h|hiCo,1)-- EE, h(0)=x j ,h(10x,), 
c=inÍ max f (h(1)), (3.3) 
heo i€ [0,1] 
则 是 f 的 临界 值 。 


定理 3.9 设 E 是 无 穷 维 实 Banach 空 间 ，f; ER! C! 
偶 泛 画 ， 满 足 已 .9 条 件 。 又 设 
Gi)/(0)=0,H#fEp> 0,a> 0, 使 


(x€E |x| <E (x€E |f (0220), (3.4) 
f(x)>a, vx€tx€E lall =}, (3,5) 
(让) 对 EE 的 任意 有 限 维 子 空间 Eo, En GCEIfo020) 


AR. 
则 /具有 无 穷 多 个 临界 点 ， 并 且 有 无 穷 多 个 临界 值 ， 
在 本 书 中 ， 我 们 还 用 到 《类 》(genus) 的 概念 
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定义 3.10 WtEJbSEBanachzsjH 4 
XC(GE)- GIC ENO) 4 是 匹 中 关于 0 的 对 称 闭 集 } . 

XLACX (E), yr AD E SUIUTF 354 — 0, Wy CAD — 0 ;车 存 
在 自然 数 * 及 连续 奇 映射 p:4->RN{0) W| y C4) — min(n| FE 
连续 奇 映射 p:A 一 R"\{0}} ;对 于 其 余 情况 ，7(4)=%， 

引 理 3.11 设 4,BEZ( 巨 )。 

(i) 若 存在 连续 奇 映 射 f :4-> 有 ， 则 ?(4) 和 过?(); 

Gi)#AC B, WIpCA)<çy(B); 

(ii) 若 4= (x€ R'|r<|x| <Ry, h 0 < r <R<+=+e°, 
则 ?>(4) =n., 


$4 单调 算 子 


Ejd3RDanachzsj], E*JEERW]Jt 9i z Hl. X xc€E, 
f€E*,ia( f,» =f). 
定义 4.1 DCE., ERAT: D>-E* W E 
(Tx—T y,x—y)2 0 ,vx,yG€D, (4,1) 
则 称 7 是 单调 算 子 〈 映 射 ) 。 
车 DD 是 E 中 的 线性 集 ，7T 了 是 线性 算 子 ， 则 (4.1) 式 等 价 于 
(Tx, x)= 0 (Vx€ED), 
314.2 ”定义 在 全 空间 EB 上 的 线性 单调 算 子 是 连续 的 
用 PCE*) 表 EE* 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集 。 对 多 值 映射 了 了， 
E--P(E*), id 
DOT) - {xEE|Tx 志 办 为 7 的 有 效 域 ， 
R(T)- (yl y€Tx,x€ DOT) HT R84 
GT — Gx, DEE x E*1xc DOO, y€€T xy AST WAR. 
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对 多 值 映 射 7， 逆 映射 一 定 存在 ， 其 定义 是 ， 

T^ y={xEE|yET x} , v ycE*. (4.2) 
定义 4.5 设 7:E->P(E*) 是 多 值 映射 。 

DERT) -E*, WERT WI, 

(ii) 车 T 把 D(T) 中 任意 有 界 集 映 为 E* 中 的 有 界 集 ， 则 称 
TA, d 

(iii) 给 定 xoEE .车 存 在 x。o 在 E 中 的 邻 域 U(xo), 使 U(x。) 
NDT, HTU G0 0 DCD)HEE HER, WERT XExo kb 
是 局 部 有 界 的 ， 

定义 4.4 (i 设 GCExE*, 车 对 任何 (x, y,0€G, 
(x2，y2)EG, 有 (yy 一 ysX1 一 xX;) 之 0， 则 称 G 是 单调 集 ; 

(ii) 设 GCE x EE* 是 单调 集 ， 如 果 G 不 是 Ex E* 中 任何 单 
调集 的 真子 集 ， 则 称 C 是 极 大 单调 集 ; 

(iii) 多 值 映射 了 :天 一 PCE*#) 称 为 是 单调 的 ， 若 它 的 图 象 
GODHEE x E* 中 的 单调 集 ; 了 称 为 是 极 大 单调 的 ， 车 G(T) 是 
Ex E* 中 的 极 大 单调 集 . 

定义 4.5 WDCE,T.D—E*, x,€D, 若 h€E, +> 0, 
Xo 十 hhED,t,-> 0 HEE TG th) Tus, 则 称 7 在 xo Ab 
是 半 连 续 的 , 若 了 7 在 DD 中 每 一 点 都 半 连 续 ， 则 称 了 在 D 上 半 连 续 ， 

定义 4.6 设 T:E>P(LE*) 是 多 值 映射 ，D(T) 无 界 . 

(如果 


inf (fs 2 一 二 co， (4,3) 


lim f 
z€ D (T) Mie (jere — lix] 


则 称 了 是 强制 的 ; 
Gi)WACE* Ng, XHEdErD 0.8 
(f —h,x)7 0, v x€xDOD),|xl|2r,f€Tx, (4,4) 
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则 称 了 关于 /强制 
引 理 4.7(Debrunner-Flor 不 等 式 ) 设 E 是 自 反 空间 ， 
T ,E>P(E*) 是 单调 的 ，0ED(T)，0E7T9, XE P. E— E*J 
单调 ， 次 连续 ， 有 界 的， 并 且 关 于 某 REE* 强 制 则 存在 
u€ (x€E |[[x]| r) ,使 
(f Pu—h,x—u)z0,vGO,f)€Gcn, 
其 中 r 出 定义 4.6(ii) 确 定 。 
定理 4.8 WEB. T, 一 P(EY) 极 大 单调 ，0ED(7T ) 。 
又 设 P:E->E* 单 调 、 半 连续 ， 有 界 ， 并 且 是 强制 的 , 则 了 十 PP 
WH. 
定理 4.9 DEBE, T: EE~>P(E*) 是 极 大 单调 的 ， 并 且 
是 强制 的 ， 则 了 满 射 。 
定理 4.10 XEBE, T.E—P(E*)I& Al, WJ 了 满 射 
的 充 要 条 件 是 ，7! 在 E* 的 每 一 点 处 都 是 局 部 有 界 的 。 
关于 极 大 单调 的 判别 方法 有 : 
引 理 4.11 OET, E>E* 半 连续 、 单 调 ， 则 了 是 极 大 单 
调 的 ， 
GDEK, T: E 一 P(E*) 极 大 单调 ， 则 7! 是 极 大 单 
yang. 
(iii) 定 义 在 全 空间 EE 上 的 线性 单调 算 子 是 极 大 单调 的 ， 
(iv) 设 7, 和 了 ,都 是 极 大 单调 的 ， 并 且 IntD(7T,)N 则 DT,) 
sg 中 ， 则 了 ,十 人 ,也 是 极 大 单调 的 。 
定理 4.12 PEBE, T, E>E* 半 连 续 ， 并 且 是 强 单调 
的 ， 即 存在 c>> 0 ,使 
(Tx—Ty,x—y)>cl|lx— yl, vx,ycE., (4,5) 
WTW.JRHXHERAICE*, JETx—fiEETCHWE— RR. 
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